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多期間消費投資モデルにおける強化学習を用いたポートフォリオ戦略
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あらまし 本研究では，人工市場において構築された多期間消費投資モデルにおけるポートフォリオ戦略がど
のような特性をもつかを分析する．市場には無危険資産と危険資産が存在する．投資家を模倣するエージェント
は各自の判断に基づいて，消費に関する期待効用を最大化するべく自己の資産の再配分を決定する．この投資
家の合理的な動作を強化学習をエージェントに適用することで仮想的にコンピュータ上で実現する．その上で，
エージェントのもつ将来の報酬に対する割引や効用関数に対する選好の程度が形成される金融価格や消費に関す
る期待効用へ及ぼす影響について分析する．
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1. ま え が き

ファイナンス工学は過去 30 年間に急速に発展した

分野であり，近年の金融市場における規制緩和や国際

化を理論的な観点から支援している．更に情報技術の

進展に伴い，多くの金融商品を組み込んだ投資戦略や

資産運用のためにファイナンス理論の適用が可能とな

り，金融市場を取り巻く状況も大きく変化してきてい

る [1]．ファイナンス工学の主な課題の一つに資産選択

問題がある．資産選択問題とは危険資産と無危険資産

からなる市場において，投資家が消費に関する期待効

用を最大化するべく自己の資産の再配分を決定するも

のである．

従来のファイナンス理論における資産選択問題に関

する多くの数理モデルは 1期間を対象としている．し

かしながら，実際の運用は資金の流入，流出，リバラ

ンスが繰り返されていることから，運用期間に長短が

ある多期間であると考えられる．多期間資産選択問題
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の厳密な最適ポートフォリオ戦略を求めることは一般

に困難であるため，完全で効率的な市場における無裁

定条件を仮定した近似モデルに対してポートフォリオ

戦略が求められている [2]．ところが現実の市場におい

て，これらの仮定が常に成り立っていることを確認す

ることも困難である．

効率的市場仮説に基づいたファイナンス理論では，

金融価格の振舞いは確率過程で表現される．しかし現

実の市場では，投資家は利用可能な情報を迅速かつす

べて適切に反映して行動しているとは限らない．そこ

で，金融価格が投資家の行動の結果として形成される

マルチエージェントによる人工市場の研究が盛んに行

われる傾向にある [3]．

このように金融市場の環境と投資家の行動による複

雑な相互作用が存在する状況において，投資家がその

環境をあらかじめ詳細に把握し，それに基づいて行動

を決定することができない場合には，環境との相互作

用に基づいて試行錯誤的に行動規範を獲得する手法が

有効となることが考えられる．そのような手法の一つ

に強化学習がある．そこで本研究ではマルチエージェ

ントによる多期間消費投資モデルを考え，各エージェ

ントが強化学習 [4] を利用してポートフォリオ戦略を

導出する人工市場を構築し，エージェントのもつ将来

の報酬に対する割引や効用関数に対する選好の程度が

形成される金融価格や消費に関する期待効用へ及ぼす
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影響について分析する．

2. 多期間消費投資モデルの概要

ここで，多期間消費投資モデルの概要について述

べる [5]．市場には無危険資産 (i = 1) と危険資産

(2 ≤ i ≤ M)が存在する．資本市場は一般に完全であ

ると仮定し，

仮定 1) 取引手数料，配当及び税金がない．

仮定 2) 投資家の投資量は任意の実数である．

仮定 3) 投資家は価格及び収益に影響を与えない．

仮定 4) 投資家は空売りにより収益を達成できる．

とする．

金融市場は投資により収益が上げられることを保障

するために，投資収益について以下の基本的な性質を

仮定する．

r1t ≥ 0 (t = 1, 2, · · ·)
E[rit] ≥ δ + r1t (δ ≥ 0, ∃i, t)
E[rit] ≤ K (∀i, t)

ここで，r1t は t 期の利子率，rit は t 期に投資機会

i (i = 2, · · · ,Mt) について資本 1単位から得られる収

益（確率変数）を表す．もし期初に第 i 機会に θ を投

資した場合，期末には (1 + γit)θ を得る．Mt は t 期

に利用可能な投資機会数 (Mt ≤ M)である．

また，（非定常）収益率分布 Ft

Ft(z2, z3, · · · , zMt)

≡ Pr{r2t ≤ z2, r3t ≤ z3, · · · , rMtt ≤ zMt}

は各期において独立，あるいはマルコフ連鎖に従うと

仮定する．任意の t，及び空売りが不可能な投資機会

i について θi ≥ 0 かつ
∑Mt

i=2
| θi |= 1 である任意の

θ について収益が負となる可能性の存在条件

Pr

{
Mt∑
i=2

(γit − γ1t)θi < δ1

}
> δ2

が満たされるとする．ここで，δ1 < 0, δ2 > 0 であ

る．上式は無裁定条件と等価であり，ポートフォリオ

問題が解をもつための必要十分条件である．

次に投資家は各期に支払能力を維持していなくては

ならないため，意思決定時点 t（t 期末）における資

本の投入量 wt において支払可能制約が満たされるも

のとする

Pr{wt ≥ 0} = 1 (t = 1, 2, 3, · · · , T − 1)

図 1 動的消費投資モデル
Fig. 1 Dynamical consume and investment model.

t− 1 期に投資された資本は

Mt∑
i=1

zit = wt−1 − ct (1)

である．ここで，z1t は t期の貸出金量（z1t < 0は借入

れを示す），zit は t期初での投資機会 i (i = 2, · · · ,Mt)

への投資量，ct は t 期初に消費に振り向けられる量で

ある．

消費と労働収入の問題を含む基本的な動的消費投資

モデルにおいて（図 1 参照），時刻 t の投資価値を無

危険資産，危険資産に分解して表すならば，

wt =

Mt∑
i=2

(1 + rit)zit + (1 + r1t)

×
(
wt−1 −

Mt∑
i=2

zit − ct

)
+ yt (2)

である．ここで，yt は t 期末に受け取る労働収入であ

る．これより以下の基本差分方程式を得る．

wt =

Mt∑
i=2

(rit−r1t)zit + (1+r1t)(wt−1−ct) + yt

(t = 1, 2, 3, · · · , T )

投資家の目的は，ct ≥ 0 のもとで消費系列からの期

待効用を最大化すること

Max E[U(c1, · · · , cT )]

である．ここで，効用関数 U は単調増加，狭義凹，及

び投資家の選好

(a, b, c3, · · · , cT ) � (b, a, c3, · · · , cT ), (a > b)

を反映するものとする．更に，以下のような強い仮定

を考慮する．
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仮定 5) 個人の寿命（計画期間）は認知である．

仮定 6) 利子率が決定論的である．

仮定 7) 労働収入は決定論的である．

仮定 8) 効用関数が時間加法的である．

したがって，仮定 7)より

Yt−1 ≡ yt

r1t
+ · · · + yT

(1 + r1t) · · · (1 + r1T )

となり，仮定 8)よりすべての tについて U
′
t > 0, U”

t <

0，そして通常 α < 1 として，

U(c1, · · · , cT ) = u1(c1) + αu2(c2) + · · ·
+αT−1uT (cT ) (3)

となる．ここで，期間 t における効用関数は

ut(ct) =
1

γ
cγ
t (0 < γ < 1)

であり，γ は効用関数の選好の程度を表しており，あ

るものを別のものよりも好んで選ぶ度合を反映してい

る．γ が大きくなると消費が大きくても効用が飽和す

ることなくほぼ線形に増加し，小さくなるとある程度

までの消費については効用が大きく変化するが，それ

を超えると効用が飽和していく．

3. 人工市場の概要と強化学習によるポー
トフォリオ戦略

3. 1 人工市場の概要

ここでは，先のモデルのいくつかの条件を緩和する

ことにより得られる，より現実に近い人工市場の枠組

みについて述べる．状態は離散時間で推移するとし，

t− 1 から t の間を t 期とする．また，市場には無危

険資産 (i = 1)と危険資産 (2 ≤ i ≤ M)が存在するも

のとする．更に，投資者を表すエージェントが N 人

存在するものとする．エージェントは均一な振舞いを

する必要はない．

t 期におけるエージェント n の資産 i への投資量を

zn
it とし，消費に振り向けられる量を cn

t とする．人

工市場においては，企業は自身の銘柄を保持している

エージェントに配当金 dit を配当する．そのため，時

刻 t における投資価値である式 (2)は

wn
t =

Mn
t∑

i=2

(1 + rit)z
n
it + (1 + r1t)z

n
1t

+ yn
t +

Mn
t∑

i=2

(
rddit

zn
it

pi(t)

+ z
′n
it

)

図 2 人工市場モデル
Fig. 2 Artificial market model.

となる．ここで，rd は正の定数，z
′n
it は取引不成立の

場合の返金である．収益 rit は

rit =
pi(t)

pi(t−1)

− 1

で与えられる．

配当は離散の有色ノイズであるとして，

log
dit

d̄it

= εa
i log

di(t−1)

d̄it

+ εb
iξit

で与えることとする [3]．ここで，ξit(t)は平均 0，分散

σ2
i のガウスノイズであり，εa

i , εb
i は (εa

i )2 +(εb
i)

2 = 1

を満たす正のパラメータである．log dit/d̄it は平均 0，

分散 σ2
i で，相関時間 τs = 1/ log(εa

i ) で自己相関関

数が減衰する．

各エージェントは次の期間が始まると同時に保持し

ている資産の量を変化させたり，消費を行うことがで

きる（図 2 参照）．ただし，ここでは式 (1)と同様に

全資産が一定のもとで組替えを行い

Mn
t∑

i=1

zn
it = wn

t−1 − cn
t

市場における危険資産の量はそれぞれ一定

N∑
n=1

zn
it = Zi (2 ≤ i ≤ M)

であるとする．

各エージェントは有限の資産のもとでリスクを考慮

した各自の判断に従い式 (3) の期間 T を十分大きく

考えた効用を最大にするべく行動するものとする．と

ころで，各エージェントは常に希望どおりの売買がで

きるとは限らない．今，エージェント n が希望する危

険資産 i の売買量を bn
it, on

it とすると，危険資産 i に

関する全エージェントが希望する売買量は

619



電子情報通信学会論文誌 2004/5 Vol. J87–A No. 5

Bit =

N∑
n=1

bn
it

Oit =

N∑
n=1

on
it

となる．そのため，Bit = Oit の場合のみ希望どお

りの売買が可能であり，Bit 
= Oit の場合における各

エージェントの危険資産の保有量は

zn
it = zn

i(t−1) +
Vit

Bit
bn
it − Vit

Oit
on

it

となるものとする．ここで，Vit ≡ min(Bit, Oit) であ

る．そこで，取引不成立の場合の返金 z
′n
it は

z
′n
it =

(
1 − Vit

Bit

)
bn
it −

(
1 − Vit

Oit

)
on

it

となる．

危険資産 i の価格 pit は主にすべてのエージェント

の売買に基づいて決定される．そのような状況下で，

価格 pit を次のように決定する．

pi(t+1) =
2pit

1 + exp{−Uit/TP
i }

ただし Uit = log
Bit

Oit

ここで，TP
i は危険資産 i の感度を表す正の定数であ

り，小さいと需要と供給の差に敏感であり，大きいと

鈍感であることを表す．この更新式は文献 [3] の価格

の更新式に基づいている．

以上のように，本研究で対象とする人工市場は無限

期間に及ぶ消費系列からの期待効用の最大化を目的と

し，従来の仮定 1)，3)，5) とは異なり，配当が存在

し，エージェントの行動が価格及び収益に影響を与え，

エージェントの計画期間は必ずしも認知される必要が

ないと考えることが可能であるなど多期間消費投資モ

デルとは大きく異なるといえる．

3. 2 強化学習によるポートフォリオ戦略

人工市場において，時刻 t にエージェント n が有

限の資産のもとでリスクを考慮して各自の判断に従い

行動するときの利得を

V n
t =

∞∑
k=0

(αn)kut+k(cn
t+k)

とする．ここで，αn はエージェント n のもつ割引率

である．マルコフ決定過程においてエージェントが定

常政策 π をとる場合，利得の期待値は状態価値関数と

いい，以下の Bellman 方程式を満たす [7]．

V n
π (s) = Eπ

[ ∞∑
k=0

(αn)kut+k(cn
t+k)|sn

t = s

]

=
∑

a

π(s, a)
∑

s′
P a

ss′{Ra
ss′ + αnV

n
π (s′)}

ここで，政策 π(s, a) は状態 s ∈ S において行動

a ∈ A(s) をとる確率，P a
ss′ は政策 π(s, a) で状態が s

から s′ へ遷移する確率，Ra
ss′ は政策 π(s, a) で状態

が s から s′ へ遷移したときの期待利得である．また，

行動価値関数として

Qn
π(s, a) = Eπ

[ ∞∑
k=0

(αn)kut(c
n
t )|sn

t = s, an
t = a

]

= π(s, a)
∑

s′
P a

ss′{Ra
ss′ + αnV

n
π (s′)}

を定義する．

マルコフ決定過程においては，ほかの政策より同等

か優れた政策が少なくとも一つは存在し，これを最適

政策 π∗ という．最適政策 π∗ に対する状態価値関数は

V n
∗ (s) = Max

a
V n

π (s) (∀s ∈ S)

行動価値関数は

Qn
∗ (s, a) = Max

π
Qn

π(s, a) (∀s ∈ S, ∀a ∈ A)

と定義される．

最適な価値関数に対する Bellman 方程式である

Bellman 最適方程式は

V n
∗ (s) = Max

a
Qn

∗ (s, a)

= Max
a

∑
s′

P a
ss′{Ra

ss′ + αnV
n

π (s′)}

となる．この Bellman 最適方程式を近似的に解くた

めの手法の一つに強化学習がある．

そこで，本研究では，人工市場におけるポートフォ

リオ戦略をニューラルネットを用いた強化学習により

求めることを提案する．強化学習には Actor-Criticモ

デル [8]を実現するニューラルネットワーク [9]を適用

する．

まず，エージェント n は環境において状態 xn
t を観

測し，Actorは制御出力を
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qn
it = f

(
NA∑
j=1

WAn
ijt gAn

j (xn
t ) + rndit

)

gAn
j (xn

t ) = exp
{
−1

2
(xn

t − mAn
j )TC

A−1
n

j

×(xn
t − mAn

j )
}

で生成する．ここで，gA
j は j 番目の動径基底関数，

NA はActorの動径基底関数の数，WAn
ijt は結合荷重，

rndjt は正規乱数であり，f はシグモイド関数

f(x) =
1

1 + exp{−x/TA
n }

である．ここで，TA
n はエージェント n の感度である．

Actorの制御出力からエージェント n は

bn
it = q′nitw

n
t − zn

i(t−1) (q′nitw
n
t > zn

i(t−1))

on
it = zn

i(t−1) − q′nitw
n
t (q′nitw

n
t < zn

i(t−1))

で取引を行おうとする．ここで，q′nit は以下で定義さ

れる．

q′nit =
qn

it∑N

i=1
qn

it

Criticは評価値

V n
π (xn

t ) =

NC∑
j=1

WCn
jt gCn

j (xn
t )

を生成する．ここで，NC は Critic の動径基底関数

の数であり，動径基底関数は Actorで用いたものと同

様に

gCn
j (xn

t ) = exp
{
−1

2
(xn

t − mCn
j )TC

C−1
n

j

×(xn
t − mCn

j )
}

で与えた．

行動の結果，Criticは環境から報酬

rewardn
t = ut(c

n
t ) =

1

γn


wn

t−1 −
Mn

t∑
i=1

zn
it




γn

を受け取り，遷移後の状態 xn
t+1 を観測する．更に，

強化信号として，時刻 t における期待効用

E[ut(c
n
t )] = V n

π (xn
t ) − αnV

n
π (xn

t+1)

と実際の効用との差

δt ≡ ut(c
n
t ) − E[ut(c

n
t )]

= ut(c
n
t ) + αnV

n
π (xn

t+1) − V n
π (xn

t )

である TD誤差 δt を Actorへ伝えると同時に，活性

度の履歴 en
jt

en
jt = λee

n
j(t−1) + gCn

j (xn
t )

を計算し，結合荷重を

WCn
jt = WCn

j(t−1) + ηCδte
n
jt

で更新する．Actorでは結合荷重を

WAn
ijt = WAn

ij(t−1) + ηAδtg
An
j (xn

t ) × rndit

で更新する．ここで，ηA, ηC は学習率，λe は履歴の

減衰率を表す．

4. シミュレーション結果並びに考察

ここで，人工市場において従来のDP法によるポート

フォリオ戦略の構築が困難と考えられる場合に，ニュー

ラルネットを用いた強化学習を無危険資産が一つ，危険

資産が三つ存在する人工市場へ適用した結果を示す．そ

こで，Actorと Criticへ入力される環境の状態 xn
t は

[zn
1t/z

n
1(t−1), r2t, r3t, r4t, cn

t /c
n
t−1]

T の形で与える．

ここで，T はベクトルの転置である．Actorと Critic

の動径基底関数はともに各変数を −0.5 から 2.5 の間

を 7 等分した値の組合せ（つまり，NA = NC = 75）

に中心 mAn
j ,mCn

j を配置した．CAn
j , CAn

j はすべて

7行 7列の単位行列とした．取引回数を 2100 回とし，

最後の 100回分を 1試行として計測した．各エージェ

ントの初期の資産は 1000 + 50σ，各危険資産の初期

の価格は 100 + 5σ で与えた．また，Actorと Critic

の初期の結合荷重はともに σ で与えた．ここで，σ は

−1 ∼ 1 の一様乱数である．これらの初期値は試行の

たびに新しく乱数を用いて与えている．配当と労働収

入は常に 0であると仮定した．

まず，エージェント数が 9人，価格の感度はすべて

の危険資産について TP
i = 50, (i = 1, 2, 3)，エージェ

ントの感度はすべて TA
n = 1, (n = 1, 2, 3, · · · , 9) と

し，その他のパラメータを表 1 のように設定した場

合の危険資産の価格と期間 t における効用関数 ut(ct)

の値の変動の一例を図 3，図 4 にそれぞれ示す．ただ

し，期間 t における効用関数の値は同じ 1試行におい

て計測した最後の 100回分の平均が最小，中間，最大

となるエージェント 3人分を表している．

621



電子情報通信学会論文誌 2004/5 Vol. J87–A No. 5

表 1 パラメータの値
Table 1 Values of parameters.

ηA ηC λe r1t α γ

0.001 0.001 0.8 0.01 0.5 0.5

図 3 危険資産の価格の変動
Fig. 3 Change of risk assets.

図 4 効用関数の値の変動
Fig. 4 Change of value of utility function.

次に，表 1 の将来の報酬に対する割引率を表す

αn と効用関数の選好の程度を表す γn の部分を

変えてその影響について調べる．そこで，すべて

のエージェントが同じ割引率 α と選好の程度 γ

の組合せをもつ場合 (α, γ) = (0.1, 0.1), (0.1, 0.9),

(0.5, 0.5), (0.9, 0.1), (0.9, 0.9) について，得られた危

険資産の価格と効用関数の値を図 5，図 6 に示す．こ

こでは，各危険資産と各エージェントごとについて各

試行において計測された 100 回分の平均値の 10試行

の平均を求めている．各線分の中心が平均を表し，上

下の範囲はそれぞれ標準偏差の 3倍を示す．標準偏差

は各危険資産と各エージェントごとについて各試行に

おいて計測された 100 回分の標準偏差の 10試行の平

均で求めている．図 5，図 6 の結果から，α が危険資

産の価格や効用関数の値に大きな影響を与えないのに

対して，γ は大きくなると危険資産の価格と効用関数

の値が増加し，併せて効用関数の分散が大きくなるこ

図 5 すべてのエージェントが同じ α や γ の値をもつ
場合の価格

Fig. 5 Prices when all agents take the same value

about each α and γ.

図 6 すべてのエージェントが同じ α や γ の値をもつ場
合の効用

Fig. 6 Utilities when all agents take the same value

about each α and γ.

表 2 α と γ の組合せ
Table 2 Set of α and γ.

ケース 1 ケース 2 ケース 3

α γ α γ α γ

1 0.1 0.1 0.1 0.9 0.4 0.6

2 0.2 0.2 0.2 0.8 0.7 0.5

3 0.3 0.3 0.3 0.7 0.2 0.9

4 0.4 0.4 0.4 0.6 0.8 0.7

5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.1

6 0.6 0.6 0.6 0.4 0.1 0.4

7 0.7 0.7 0.7 0.3 0.6 0.8

8 0.8 0.8 0.8 0.2 0.3 0.2

9 0.9 0.9 0.9 0.1 0.9 0.6

とが分かる．

更に，エージェントが異なる割引率 α と選好の程度

γ の組合せをもつ場合について考えた（表 2 参照）．こ

こで，ケース 1は最初のエージェントから最後のエー

ジェントにかけて α と γ がともに増大する組合せ，

ケース 2は最初のエージェントから最後のエージェン

トにかけて α は増大するが γ は減少する組合せ，ケー

ス 3はランダムな組合せとする．エージェントごとに

得られた危険資産の価格をすべてのケースについてま
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図 7 危険資産の価格
Fig. 7 Prices of risk assets.

図 8 エージェントの効用（ケース 1）
Fig. 8 Utilities of agents. (Case 1)

図 9 エージェントの効用（ケース 2）
Fig. 9 Utilities of agents. (Case 2)

図 10 エージェントの効用（ケース 3）
Fig. 10 Utilities of agents. (Case 3)

とめたものを図 7 に示し，ケースごとの効用関数の値

を図 8，図 9，図 10 にそれぞれ示す．

これらの結果から，危険資産の価格はそれぞれの

ケースにおいて大きく異なることがないのにもかかわ

らず，効用関数の選好の程度を表す γ の値が大きい

エージェントほど高い効用関数の値が得られているこ

とが分かる．また，そのばらつきも大きなものとなる

ことも示される．

最後に，危険資産に関する価格の感度 TP
i やエー

図 11 エージェント数と感度の影響 (N = 10)

Fig. 11 Influence of agent number and sensitivity.

(N = 10)

図 12 エージェント数と感度の影響 (N = 20)

Fig. 12 Influence of agent number and sensitivity.

(N = 20)

図 13 エージェント数と感度の影響 (N = 30)

Fig. 13 Influence of agent number and sensitivity.

(N = 30)

ジェントの感度 TA
n と，取引に参加するエージェント

の数を変更した場合に得られた結果について述べる．

その他のパラメータは表 1 で与える．まず，感度につ

いては TP
i が 30, 40, 50，TA

n が 1, 2, 3 となる 9通

りの組合せを考えた．それぞれの感度の組合せについ
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て，エージェント数が 10, 20, 30となる場合について

シミュレーションを行った結果，図 11，図 12，図 13

をそれぞれ得た．図中において，各 (TP
i , TA

n ) の組

合せに対する危険資産の価格の振舞いを左上側に，全

エージェントの効用関数の振舞いを右上側に組にして

示している．ここでは，まず各危険資産と各エージェ

ントごとについて各試行において計測された 100回分

の平均値の 10 試行の平均を求めた上で，すべての危

険資産やすべてのエージェントの平均を求めている．

各線分の中心が平均を表し，上下の範囲はそれぞれ標

準偏差の 3倍を示す．標準偏差は各危険資産と各エー

ジェントごとについて各試行において計測された 100

回分の標準偏差の 10 試行を求めた上で，すべての危

険資産やすべてのエージェントの平均で求めている．

これらの結果から，危険資産の数に対して市場に参

加するエージェント数が増加すると危険資産の価格や

効用関数の値のばらつきが抑制される傾向があること

が分かる．このことは，エージェント 1人が価格形成

に及ぼす影響が減少するためと考えられる．また，危

険資産に関する価格の感度 TP
i が大きくなると，危険

資産の価格の値がわずかながら大きくなることが分か

る．更に，エージェントの感度 TA
n が小さくなると，

エージェントの効用関数の値のばらつきが大きくなる

ことが分かる．このことは，感度 TA
n が小さくなると

Actorと Criticへの入力の一部である消費の変化に敏

感になるためであると考えられる．

5. む す び

本研究では，投資家の合理的な動作を強化学習を

エージェントに適用することで仮想的にコンピュータ

上で実現した．更に，エージェントのもつ将来の報酬

に対する割引や効用関数に対する選好の程度が形成さ

れる金融価格や消費に関する期待効用へ及ぼす影響に

ついて分析した．提案手法を洗練していくことで，強

化学習を利用したポートフォリオ支援システムの開発

に役立てることが考えられる．本研究では限られた状

況に対して得られた結果を示しているが，その他のパ

ラメータが及ぼす影響について分析することが今後の

課題といえる．
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