
9 統計量から誘導される分布

9 代表的な統計量の分布
ここでは，推測統計学の理解に必要な各種統計量の分布について述べる．

T1 　 χ2分布　 (Chi-square distribution)

T2 　 t分布　　 (t distribution)

T3 　 F 分布　　 (F distribution)

9.1 χ2分布 [χ2
n]� �

確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)が独立で同一な標準正規分布N(0, 1)で定義さ
れているとし，これら n個の自乗和

S2
n = X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n

の従う分布．nは自由度 (degree of freedom)といわれる．

確率密度関数

pX(x) =
1

2Γ
(
n
2

) (x
2

)n
2
−1

e−
x
2 , (0 < x < ∞)

� �
証明 まず，χ2分布の再生性を示す．確率変数Xが χ2分布に従うなら，積率母

関数は

MX(t) =

∫ ∞

0

etx
1

2Γ(n
2
)

(x
2

)n
2
−1

e−
x
2 dx

=
1

2Γ(n
2
)

∫ ∞

0

(x
2

)n
2
−1

e−( 1
2
−t)xdx
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となる．ここで，変数変換

(
1

2
− t)x = z, (t <

1

2
)

を施すと

MX(t) =
1

2Γ(n
2
)

∫ ∞

0

(
z

1− 2t

)n
2
−1

e−z 2

1− 2t
dz

= (1− 2t)−
n
2

1

Γ(n
2
)

∫ ∞

0

z
n
2
−1ezdz = (1− 2t)−

n
2

が得られる．よって，χ2分布に従う確率変数X1とX2の積率母関数はそ
れぞれ，MX1(t) = (1− 2t)−

n1
2 とMX2(t) = (1− 2t)−

n2
2 となる．このとき，

S2 = X1 +X2の積率母関数は

MS2(t) = MX1+X2(t) = MX1(t)MX2(t) = (1− 2t)−
(n1+n2)

2

となる．このことから，X1 +X2の分布が χ2分布 [χ2
n1+n2

]であることがわ
かる．

つぎに，確率変数X が標準正規分布N(0, 1)に従うとき，X2の積率母関
数は

MX2(t) =

∫ ∞

0

etx
2 1√

2π
e−

x2

2 dx =

∫ ∞

0

1√
2π

e−
(1−2t)x2

2 dx

となる．ここで，変数変換 (
1

2
− t

) 1
2

x = z

を施すと

MX2(t) =

(
1

2
− t

) 1
2
∫ ∞

0

1√
2π

e−
z2

2 dz = (1− 2t)
1
2

が得られる．よって，X2 ∼ χ2
1である．

確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)が互いに独立であるなら，これらを異なる要
素をもつ任意の k (≤ n)組に分けるとき，各組ごとに得られる k個の統計
量は互いに独立であることから χ2分布 [χ2

n]が求められる．

平均・分散・特性関数

E[X] = n, V[X] = 2n, ϕX(t) = (1− 2it)−
n
2 .
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図 1: χ2
nの pdfと cdf

9.2 t分布 [tn]� �
確率変数Xと Y は独立な確率変数で，Xは標準正規分布N(0, 1)に従い，Y

は自由度 nのカイ自乗分布 χ2
nに従う．これらから導かれる

T =
X√
Y
n

が従う分布

確率密度関数

pX(x) =
Γ(n+1

2
)

√
nπ Γ(n

2
)

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, (−∞ < x < ∞)

� �
証明 確率変数Xと Y の同時確率密度関数は

pX(x)pY (y) =
1√
2π

e−
x2

2 · x
n
2
−1e−

x
2

Γ(n
2
)2

n
2

となる．ここで，変数変換

T =
X√
Y n

, Y ′ = Y

を施すとヤコビアンは

J =

∣∣∣∣ ∂x
∂t

∂y
∂t

∂x
∂y′

∂y
∂y′

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣√y′n t
2
√
ny′

0 1

∣∣∣∣ =
√

y′

n

となる．よって，新たな確率変数 T と Y ′の同時確率密度関数は

pTY ′(t, y′) =
1

2
n+1
2
√
nπ Γ(n

2
)
y′

n−1
2 e−

1
2
y′(1+ t2

n
)
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図 2: tnの pdfと cdf

とできる．したがって T の確率密度関数は

pT (t) =

∫ ∞

0

pTY ′(t, y′)dy′

で与えられる．ここで，変数変換

1

2
y′
(
1 +

t2

n

)
= z

を施すと t分布が得られる．

pT (t) =
1

2
n+1
2
√
nπ Γ(n

2
)

∫ ∞

0

(
2z

1 + t2

n

)n−1
2

e−z 2

1 + t2

n

dz

=
Γ(n+1

2
)

√
nπ Γ(n

2
)

(
1 +

t2

n

)−n+1
2
∫ ∞

0

1

Γ(2)
ze−zdz

ここで，被積分関数がGa(2,1)であるので

与式 =
Γ(n+1

2
)

√
nπ Γ(n

2
)

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

平均・分散
E[X] = 0 (n > 1), V[X] =

n

n− 2
(n > 2).
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9.3 F 分布 [Fm
n ]� �

確率変数Xと Y は独立な確率変数で，Xは自由度mのカイ自乗分布 χ2
mに

従い，Y は自由度 nのカイ自乗分布 χ2
nに従う．これらから導かれる

F =
X
m
Y
n

が従う分布

確率密度関数

pX(x) =
(m
n
)
m
2 x

m
2
−1

β(m
2
, n
2
)

(
1 +

m

n
x
)−m+n

2
, (0 < x < ∞)

� �
証明 確率変数Xと Y の同時確率密度関数は

pX(x)pY (y) =
1

2Γ(m
2
)

(x
2

)m
2
−1

e−
x
2 · 1

2Γ(n
2
)

(y
2

)n
2
−1

e−
y
2

となる．ここで，変数変換

F =
X
m
Y
n

, Y ′ = Y

を施すとヤコビアンは

J =

∣∣∣∣ ∂x
∂f

∂y
∂f

∂x
∂y′

∂y
∂y′

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣√mny′ m
n
f

0 1

∣∣∣∣ = m

n
y′

となる．よって，新たな確率変数 F と Y ′の同時確率密度関数は

pFY ′(f, y′) =
2−

(m+n)
2

Γ(m
2
)Γ(n

2
)

(m
n
fy′
)m

2
−1

y′
n
2
−1
e−

1
2
(m
n
f+1)y′m

n
y′

とできる．したがって F の確率密度関数は

pF (f) =

∫ ∞

0

pTY ′(t, y′)dy′

で与えられる．ここで，変数変換

1

2

(
1 +

m

n
f
)
y′ = z

を施すと F 分布が得られる．

pF (f) =
2−

(m+n)
2

Γ(m
2
)Γ(n

2
)

(m
n

)m
2
f

m
2
−1

∫ ∞

0

y′
m+n

2
−1
e−

1
2
(m
n
f+1)y′dy′
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図 3: Fm
n の pdfと cdf

=
2−

(m+n)
2

Γ(m
2
)Γ(n

2
)

(m
n

)m
2
f

m
2
−1

{
1

2

(m
n
f + 1

)}−m+n
2
∫ ∞

0

z
m+n

2
−1e−zdz

=
Γ(m+n

2
)2−

(m+n)
2

Γ(m
2
)Γ(n

2
)

(m
n

)m
2
f

m
2
−1

{
1

2

(m
n
f + 1

)}−m+n
2

=
(m
n
)
m
2 f

m
2
−1

β(m
2
, n
2
)

(
1 +

m

n
f
)−m+n

2

平均・分散

E[X] =
n

n− 2
(n > 2), V[X] =

2n2(m+ n− 2)

n(n− 2)2(n− 4)
(n > 4).

その他 確率変数 F が Fm
n に従うとき，確率変数

1
F
は F n

mに従う．

10 標本と統計量
母平均 (population mean)E[X] = m，母分散 (population variance)V[X] =

σ2 < ∞をもつ母集団から抽出した大きさ nの確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)か
ら導かれる標本平均 X̄nの平均と分散は

E
[
X̄n

]
= m, V

[
X̄n

]
=

σ2

n

であった．ここで，標本分散 (sample variance)を

σ̄2 =
1

n

n∑
i=1

(
Xi − X̄n

)2
で定義すると，標本分散 σ̄2の平均は

E[σ̄2] = E

[
1

n

n∑
i=1

X2
i

]
− E

[
X̄2

n

]
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= (σ2 +m2)−
(
σ2

n
+m2

)
=

n− 1

n
σ2

となる．これらの結果，標本平均 X̄nの平均は母平均mに一致することから偏り
なく分布しているが，標本分散の平均は母分散とは一致せず偏った分布をしてい
ることがわかる．このことは標本分散 σ̄2が母分散 σ2を必ずしも反映していない
ことを示している．そこで，標本分散 σ̄2を修正した

σ̃2
n =

n

n− 1
σ̄2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄n

)2
を標本不偏分散として定義する．当然のことながら，標本不偏分散 σ̃2

nの平均は
母分散 σ2と一致することとなる．

E
[
σ̃2
n

]
= σ2

� �
確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)が正規分布N(m,σ2)に従うものとする．この
とき，標本平均 X̄nと標本分散 σ̄2

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi, σ̄2 =
1

n

n∑
i=1

(
Xi − X̄n

)2
は独立であり，それぞれ以下の分布に従う．

√
n
(
X̄n −m

)
σ

∼ N(0, 1),
nσ̄2

σ2
∼ χ2

n−1� �
証明 確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)を Z変換 (Z-transform)により標準化した確

率変数Ziを

Zi =
Xi −m

σ
, (i = 1, 2, · · · , n)

とすると，確率変数Zi, (i = 1, 2, · · · , n)は互いに独立で同一な分布N(0, 1)

に従う．よって，確率ベクトルZ = [Z1, Z2, · · · , Zn]
T ∈ ℜnの同時確率密度

関数は

pZ(z) =
n∏

i=1

(2π)−
1
2 e−

1
2
z2i = (2π)−

1
2 e−

1
2
zTz

となる．ここで，以下のような確率ベクトル Zの直交変換Y = DZを考
える． 

Y1

Y2

...

Yn

 =


1√
n

1√
n

· · · 1√
n

...
. . . · · · · · ·

...
...

. . . · · ·
...

...
...

. . .




Z1

Z2

...

Zn


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もちろん，演算子DはDTD = DDT = Iを満足するものである．したがっ
て，確率ベクトルYの同時確率密度関数は変数変換Z = DTYのヤコビア
ンが

J = |DT| = ±1

であるので，

pY(y) = pZ(DTy) = (2π)−
n
2 e−

1
2
(DTy)T(DTy) = (2π)−

n
2 e−

1
2
yTy

=
n∏

i=1

(2π)−
1
2 e−

1
2
y2i

となる．よって，確率変数 Yi, (i = 1, 2, · · · , n)は互いに独立で同一の確率
分布N(0, 1)に従うことがわかる．また，直交行列Dの第一行を考えると

Y1 =
1√
n

n∑
i=1

Zi =

√
n
(
X̄n −m

)
σ

∼ N(0, 1)

であることがわかる．さらに，

n∑
i=1

Y 2
i =

n∑
i=1

Z2
i =

n∑
i=1

(Xi −m)

σ2
=

n∑
i=1

{(
Xi − X̄n

)
+
(
X̄n −m

)}
σ2

=
n∑

i=1

(
Xi − X̄n

)
σ2

+
n
(
X̄n −m

)
σ2

=
nσ̄2

σ2
+ Y 2

1

であるので
nσ̄2

σ2
=

n∑
i=2

Yi ∼ χ2
n−1

であることが示される．標本平均 X̄nは Y1にのみ依存し，標本分散 σ̄2は
Y2, Y3, · · · , Ynにのみ依存するので，これらは独立である．� �

確率変数Xi, (i = 1, 2, · · · , n)が正規分布N(m,σ2)に従うものとする．この
とき，標本平均 X̄nと標本不偏分散 σ̃2

n

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi, σ̃2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄n

)2
を用いてT 変換 (T-transform)した確率変数T は自由度n−1の t分布に従う．

T =

√
n
(
X̄n −m

)
σ̃n

∼ tn−1� �
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11 問題 7

7.1 　確率変数Xは一様分布 [U(0, 1)]に従うものとする．これから導かれる

Y = −2 logX

が従う分布は指数分布 [Ex(
1
2
)]，すなわち，自由度 2の χ2分布 [χ2

2]となる
ことを示せ．

7.2 　確率変数Xと Y は独立な確率変数で，ともに標準正規分布 [N(0, 1)]に従
うものとする．これから導かれる

C =
X

Y

が従う分布はコーシー分布 [Cy(0, 1)]となることを示せ．

7.3 　確率変数Xと Y は独立な確率変数で，それぞれガンマ分布 [Ga(α, σ)]と
ガンマ分布 [Ga(β, σ)]に従うものとする．これから導かれる

Z =
X

X + Y

が従う分布を求め，何分布となるかを述べよ．

7.4 　 (二次元正規分布)　確率変数X1とX2が独立な確率変数で，ともに標準
正規分布 [N(0, 1)]に従うものとする．これから導かれる

Y1 = aX1 + bX2, Y2 = cX1 + dX2

について以下の問いに答えよ．ただし，a, b, c, dは定数であり，ad−bc ̸= 0

である．また，既に前問で使用した記号は用いてよい．

(1) 　 Y1, Y2の期待値m1, m2，ならびに分散 σ2
1, σ2

2を求めよ．

(2) 　 Y1, Y2の共分散 σ2
12，ならびに相関係数 ρを求めよ．

(3) 　 Y1, Y2の同時確率密度関数 pY1Y2(y1, y2)を求めよ．
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7.5 　 (ショックモデル)　システムS1, S2の寿命を確率変数X1, X2で表す．こ
れらは互いに独立で指数分布 [Ex(λ1)]と指数分布 [Ex(λ2)]に従うものとす
る．さらに，システムはショックを受けると故障することがある．ショック
の発生間隔 Y は指数分布 [Ex(τ)]に従うものとする．システムの寿命が尽
きるか，それまでにショックで故障する場合の時間は

X ′
1 = min(X1, Y ), X ′

2 = min(X2, Y )

で与えられる．以下の問いに答えよ．

(1) 　 (X1, X2)の同時確率分布関数を求めよ．

(2) 　X1とX2の相関係数 ρ(X1, X2)を求めよ．

(3) 　S1, S2が直列に結合されているシステム全体の寿命を確率変数Zと
する．確率変数Zが従う確率分布関数，ならびにその平均を求めよ．

(4) 　 S1, S2が並列に結合されている場合はどうなるか．
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