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特集0 交通流の数理

交通流の セ ル オ ー トマ トン モ デル につ い て

西成 活裕

1　 は じ め に

　　　　　　高速道路 にお け る渋滞現象は ， 信号機の ある
一般道路 に お ける渋滞 とは異な

　　　　　 り，物理的な対象 と して 見 る と興昧深 い
一

面が あ る．特 に 「自然渋滞」 と い わ

　　　　　 れ る ，原因の は っ き りしな い 渋滞が あり，これが実際 に高速道路 に お ける渋滞

　　　　　原因 の大 きな部分 を占め て い る． こ の 渋滞発生 の メ カ ニ ズム は ， 物理 学の 立 場

　　　　　で 考 え る とど の よ うに説 明で き るの だ ろ うか ？　 そ の た め に は まず基礎方程式

　　　　　 とな る車の 挙動を表す 力学的な モ デル が 必要に な る．そ して モ デル か ら統計的

　　　　　な量が計算で きれ ば ， 渋滞を自由走行相か ら渋滞相へ の 「相転移」 として統計

　　　　　力学的に 考 える こ とが で きる と考 えられ る． しか し交通流 は
一

般 に非平衡 開放

　　　　　系の 物理 で あ り ， 大変に複雑な 現象で あっ て こ の よ うな 単純な 相転移の 理 解で

　　　　　 は観測事実 を全て説明す る こ と は で きない ．現在 で も渋滞相転移付近 に お ける

　　　　　複雑 な観測デ ータ を我々 は理解 して い る とは言 えな い の で あ る．

　　　　　　近年 ，
こ の よ うに 複雑 な もの が物理 学の 対象に な っ て きた時に ， 基礎 に な る

　　　　　 モ デル を作 るの に良 く用 い られ るのがセ ル オ
ー

トマ トン （CA ）の手法で あ る．

　　　　　現在 で は，生命科学現象，経済現象，そ の 他人問関係 の心理 な ど様々 な分野 で

　　　　　CA が用 い られ て い る ［1ユ．　 CA と は簡 単 に 言 えば，時 間 と空間 を離散的 に し ，

　　　　　 さ らに対象 とす る系 を表す状態量 まで 離散化 して，単純 な近傍ル ール を設定 し

　　　　　 そ の 状態量 を時間更新 し て い くもの で ある．単純 な更新ル ール で も，そ の時間

　　　　　発展 は極め て 複雑 な様相 を示 す こ とが 分 か っ て い る［2］．それ ゆ え，複雑 な シ
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ス テ ム の 有力な解析手法 として 近 年注 目されて い る の で ある．まさ に全 て が デ

ジタ ル で あ り， 計算機で シ ミュ レ ーシ ョ ン す る の に も大変適 し て い る．現在 の

CA 理論 の 基礎 は Wolfram に よ っ て確立 された と言 え るだ ろ う［2］．彼 は 2状

態 3近傍 の CA を最 も基本的で 単純 な も の と し て Elementary 　CA （ECA ）と名

づ けた． こ れ は ル ール 0 か らル ール 255 まで の 256 種類存在する空間 1 次元 の

CA で あ り， こ れ まで 力学系の 視点か ら詳細 に 研究 されて きた．しか し現時点

で 我々 は最 も大切 な問題で あ る，「CA の ル ール を ど の よ うに設定 すれ ぼ対 象

と し て い る系を良く記述で き る か 」 と い う問 い に完全に 答 え る こ とが で き て い

な い 。微分方程式 に つ い て はある程度決 ま っ た規則 に基づ い て 立式が で き るが ，

CA に は そ の よ うな もの は まだ無い ． こ の 状態量の 更新 ル ール こ そが通常 の 運

動方程式に相当す る もの な の で ， 通常は力に相 当す る効果 を状態量 の 変動 に投

影 させ て現象 をうま く表す よ うに試行錯誤 を繰 り返 しなが らル
ー

ル を決めて ゆ

くの で ある．したが っ て，幅広 い 物理数学 の 基礎が十分 に 無 い と正 しい ル ール

作 りや そ の 検証 は極め て 難 し い の も事実で ある．

　 交通流の CA モ デル に つ い て も，こ れまで に様々 なル ール が考 え出され て き

て い る ［3］．交通 の 流れ は 「車」 とい うは っ き りした 離散的 な 「粒 子」 の 運動

で ある の で ，
CA を使 っ て 簡単 に モ デル 化で きな い だ ろ うか ， と考 え る の は 自

然で あ ろ う． しか しそ の ル
ー

ル を作る際に難 しい こ とは ， 車は単純な力学原理

で 動 い て お らず ， 人間の 心 理 的な効果 ，
つ ま りは 自分 自身 の運転行動 を振 り返

っ て考えな けれ ばな らな い 点で ある．それ ゆ え に ， どうい っ た効果を重要 と見

るか の違 い で こ れ まで に様々 なル ール が 提唱 され て い る．そ して ， どの ル
ー

ル

が優 れて い る か を判断す る た め に は もち ろん観測事実 をい か に 良 く再現す る か

を見 る こ とが 最 も大切で ある．そ し て 色々 な他 の モ デル ，例 えば流体 モ デル や

追従 モ デ ル との比較 も大切 な問題で あ る．以下，本記事で は こ れ まで の 主 な交

通流 CA モ デ ル 研究 を レ ビ ュ
ーす る とと もに ， そ の 統計的な妥当性の 考察や各

モ デ ル との 比較検討をお こ な う．そ して交通渋滞にお け る相転移の複雑さ に つ

い て CA モ デル を通 じて 考 え て ゆ く，

2 基本 となる交通流 CA モ デル

　　　　　　全て の 交通流 CA モ デル の 基礎 に な る ， 最 も単純 な モ デル が ルール 184 モ デ

　　　　　ル とい われ て い る もの で ある、他の CA モ デ ル は全て この モ デル の 拡張で ある

　　　　　と言 え るだ ろ う． この CA は Wolfram の ECA の
一

つ で あ り， そ の 184番 目

　　　　　の ル
ー

ル で ある．ル
ー

ル を物理 的に表現す る と以 下の通 りで あ る．「道路を セ

　　　　　ル に 区切 り，車の い る セ ル を 1，い ない セ ル を 0 で 表 す．進行方 向を右 向 き に

　　　　　 と り ， 車は前が 空 い て い れ ば時間 1 ス テ ッ プ で 1 セ ル 右に動 け る と す る． も し

　　　　　 も前 に車が い れば動 けず そ の 場 に と どま る 」 こ の ル ール をす べ て の セ ル で 同

　　　　　時 に適 用 して 時間更新 して ゆ く とい う単純な も の で あ り， セ ル の 排他律だ けを

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　for 　工ndustrial 　and 　 Applied 　 Mathematios

28

　 oq

応　用　数 　理

0 ，69O

．4

0 ．

　　　 0 　　　　　　　　 　　　 　　　
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　 （a）　 　　 　 　　 　 　　 　 　 （b）

図 1　 （a ）ル
ー

ル 184モ デル （b）ス ロ
ー

ス タ
ー

トモ デル の 基本図

　　 （b）に お い て 112≧ ρ≧ 113 の密度で メ タ安定状態が 現 れ て い る．

［130］

考慮し て い る．適当な初期境界 条件 を設定 して 動 か す と，1 の か た ま り（渋滞

部分）は後 ろ に伝播 し て ゆ き ， 単純 な ル ール で はあ るが 結構 よ い 車 の 動 きに な

っ て い る よ う に 見え る． しか し こ の モ デ ル の 渋滞相転移は極 め て 単純で あ り，

残念 なが ら高速道路の デー
タに見られ る複雑な現象を再現す る こ とが で きな い ．

　 それ で は ，
CA モ デル の良 し悪 しを判断す るの に最 も重要 にな る基本図 と相

転移 に つ い て 見て ゆ こ う．通常，交通工 学で は渋滞の 様子 を流量一密度 図を描

い て 調 べ る． こ れ は基本図 と もい わ れ
， 横軸に車の 密度 ， 縦軸に交通流量 を取

っ た もの と して 定義 され る．CA モ デル で もまず， こ の 基本 図を書 い て み る こ

とか ら始 まる （図 1（a ））．ある時間 t に お ける密度 pt と交通流量 ゲ は空 間平

均 で考え，それ ぞれ pt …≡ （1 の 総数）1（セ ル の 総数），　 qt ≡ pt × （時間 1 ス テ ッ プ

で動 い た 1 の 数）1（1 の総数）の よ う に与 え る．つ ま り ， 道路に 単位セ ル あた り

平均 し て 何台車が い る の か が 密度で あ り， また ， グ の 右辺の 分 数 は車 の 平均

速度 （0）を表 して お り， それ に密度をか けた ものが 流量の 定義（q＝ρ頭）に な っ

て い る．図 1 の 書 き方 は ， まず適当 な初期条件 を乱数で 発生 させ ，それ らを沢

山選 ん で 各々定常状態 に な るま で 計算 し，そ の 時の 密度 と流量 の値 を図上 に 重

ね て プロ ッ トす る．た だ し道路に は周期境界条件を課 し て ある．右上 が りの 部

分が 自由走行領域 で ， 右下が りの部分が 渋 滞領域 を表す ．そ し て ，ち ょ う ど 2

等辺 3角形 の 形 を して お り ρ
一112 の 密度の 時に渋 滞相 へ の相転移 が起 こ っ て

い る こ とが分か る． こ れ は ，

…0101010… の パ ター ン の とき に 車が
一

番良 く流

れ る こ と よ り明 らかで あろ う．

　それで は 次に 現実 の 交通流 と ル
ー

ル 184CA モ デ ル の 基本図 を見比 べ て み よ

う．図 2 が現実の 交通 流の 実測 デ ー
タ で あ る ［4］．現実 の も の は ゆ ら ぎが 入 っ

て い るが ， 平均化 して 考 える と自由走行部 の 直線 は 3 角形の頂点 よ り少 し上 に

伸びてお り， また渋滞 が起 こ る密度あた りに デ ータ点が 2 次元的 に広が っ た領

域がある よ うに見え る． こ れ は どの デー
タ を見て もあ る程度共通 した性質で あ

る． つ ま り単純 な 3 角形で な く， 漢字の 「人」の よ うな図形 にな っ てお り， さ

らに渋滞転移部 には何 か 濃 い 2次元領域が存在 して い る こ とに 気付 く． こ の よ

うに右上が りの 自由走行相か ら右下が りの渋滞相へ の相転移はそ う単純で はな
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図 2 東名高速道路東郷 PA 付近下 りの 実測デ
ー

タ に よ る基本図

　　 1996年 8 月の 1 ヵ 月分 の 流量 と密度 を重 ね て プ ロ ッ トした もの。流 量 は

　 　 5分あた りの 断面交通量で ある．
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く ， 現実 に は自由走行相の オ ーバ ーシ ュ
ー トが存在す る と考え られ る． こ れ は

物理 的に考 えて も明 らか で あ り， 過 密度で 高速 な流れ は不安定で あ るが ある程

度存在 して ，これは基本図に お い て 自由走行 を示 す直線が渋滞にな る臨界密度

を越 えて 少 し伸び た状態 （メ タ安定分岐）とし て 表現で き る．そ し て こ の不安定

性 は高速交通流の 持つ 本質的な性質で あ り ， 自然渋滞 を引 き起 こ す要因 とし て

考え られ て い る． また 濃い 2次元 領域で あるが ，
こ れ は最近 Kerner ら に よ っ

て 「同期流」 とい う名前が つ け られ た 非常 に 複雑 な状態で ［5］， 詳 し い 事 は良

く分 か っ て い な い が 様々 な渋滞状態が共存 して い る と考え られ て い る．本記事

で は拡張 さ れた CA モ デル を通 じて 後 ほ ど こ の部分 に つ い て 考察す る．以上 よ

り，現実の 交通流 の 特性を表すに は これ ら様子 を表現で きる CA が望 ましい ．

そ うい っ た意味で ル ール 184CA は単純すぎる の で ある．

3 拡張 された交通流 CA モ デル

　　　　　　で は ， よ り良 い モ デル を得るた め に これ まで 考え られ て きた ， ル ール 184 モ

　　　　　デル の主 な拡張に つ い て 見て ゆ こ う。

　3．1　ス ロース ター
トモ デル

　ル ール 184 モ デ ル に車の 慣性 の効果 を入 れた もの で ，

一
度止 ま っ た車 は動 き

に くい こ とをル
ー

ル に組み込む もの で ある．代表的な もの として ，

一
度停止 し

た車は前が空 い て動け る よ うに な っ て も
一

度待 っ て か ら動 き始め る ， とす る

「
一

回休み 」の ル
ー

ル で あ る．停止 した 車以外はル
ー

ル 184モ デル と同じで あ

る．なお ，こ の ル ー
ル を初 め て 扱 っ た 1993年の 高安 らの 原論文 ［6］で は ， 「停
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止 した車の 前の 空 きが 2 セ ル に な っ た ら動 き始め る」， と書い て あ るが ，
こ れ

を文字通 り解釈す る と空 きが 1 セ ル の 間はず っ と先に 進 まな い こ と に な り，高

密度の と き不 自然な動 き に な る．した が っ て ， 「
一

度停止 した 場合 ， 前が 空 い

て も 1時間ス テ ッ プ待つ 」と解釈 した 方が 自然で ある．こ の モ デル の基本図は

図 1（b）で与 えられ る．注 目すべ き点 は，ス ロ
ース タ

ー
トル ール を組 み込 む こ

と で メ タ安定の 分岐が出現 した こ と で ある．現在，メ タ安定状 態を表現す る の

は こ の ス ロ ース ター トの ル ール が最 も有効で あ る と考 え られ て い る．実は こ の

ル ール で も うま く初期条件を設定しな けれ ば， 基本 図で は っ き りと メ タ安定状

態は見 えな い ．特 に メ タ安定の 高流量部 の枝 を出すた め に は 1 が 2 っ 以上 並 ば

な い ように しな くて はな らず， 適当な乱数で 初期 条件 を選 んだ だ け で はほ とん

ど出現 しな い こ とを注意してお く． こ れ は現実に は高密度自由走行は不安定で

ほ とん ど出現 しな い こ と に対応 し て い る．

　 3．2　 FI モ デル

　ル ール 184 モ デル は 1 時間ス テ ッ プあた りに 進む セ ル 数が 最大で 1 で ある．

こ れ を拡張 して ，最高速度 を V ≧ 1 とす る モ デル が 1993 年に福井 ・石橋（FI）

に よ っ て考案され た ［7］． つ ま り，
1 時間ス テ ッ プで前が V セ ル 以 上 空 い て い

れ ば V セ ル 進む こ とが で き る と す る もの で ある． V セ ル よ り小 さ い 空 き の 時

は
， 車 を追 い 越す こ と は な い の で そ の 空 き の 分だ け動 く．残念な が ら こ の 基本

図は メ タ安定分 岐は 出ず ， 自由走行側 の傾 きが速度 V なので 2 等辺 3角形 の

頂点が左 に シ フ トする だ けで あ る．し か しそ の状 態量の 時間発展の 厳密解が求

め られ るな ど良い 数理的性質が ある［8］．

3．3　クイッ クス ター トモ デ ル ［9］

　こ れ まで の モ デ ル は ， 運転者は 1台先の 車を見て 運転す る とした も の で あ る．

こ れ を拡張 し て ，S（≧ 1）台先 まで見て 運転 す る とした もの が こ の クイ ッ ク ス

タL トモ デル で ，運転者の 見通 しが ある モ デル と言 える．現実 で も直前の 車だ

けで な く，前々 方 まで 見 て 運転 して い る場合が 多い だ ろ う．しか し こ の 基本図

も メ タ安定分岐 は 出ず ， 渋滞相の 傾 きが 一S な の で 3 角形 の 頂 点が逆 に 右 に

シ フ トす るだ け で ある．

　3．4NS モ デル とその周辺

　以上 の す べ て の モ デル に は確率が入 っ て い な い 決定論 的モ デル で あ っ た．ラ

ン ダム 性を取 り入 れ た 確率 CA へ の 拡張は 1992年に Nage1 と Schreckenberg

（NS ）に よ っ て なされ た ［10］．そ の 時間更新ル ール は 4 つ の ス テ ッ プ で構成 さ

れ る．ス テ ッ プ 1 は加速過程 で ， もし も現在 の 速度が 系の 最高速 度 1’fm。 x よ り

小 さ い 場合， な る べ く早 く移動 した い とい う心理 か ら速度を 1 増加 させ る．ス
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テ ッ プ 2 は減速過程 で ，前 の 車 との衝突 を避 けるため に ， もし も ス テ ッ プ 1の

後の速度が 前の 車 と の 車間セ ル 数を超 え て い れ ば ， そ の速度 を車 間セ ル 数 ま で

落 とす．ス テ ッ プ 3 は ラ ン ダム 化 と呼 ばれ ， 各々 の 運転者 は
一

般 に 個性が あ り

加減速 の仕方 にば らつ きが ある と考 え ， 確率 ヵで今の 速度を 1下 げ る操作 を

全 て の車 に つ い て お こ なう． もち ろん止 まっ て い る車 は速度はゼ ロ の ま まで あ

る．ス テ ッ プ 4で 以上 の 3 ス テ ッ プの後 に得た新 しい 速度 で車 を移動 させ る．

以上で 時間 1 ス テ ッ プ に な る．そ して 時 間更新は ，全 て の車で 同時に 同期 して

行 う．なお ，こ の時間更新 はス テ ッ プの1頂序が 重要で あり，例 えばス テ ッ プ 2

と 3 を入 れ替 える とそ の振 る舞 い は全 く異 な り， 渋滞 は起 き に くくな る．実際

に シ ミ ュ レ ーシ ョ ン す る場合 ，
1 セ ル は 7．5m で Vm。 。

− 5 と し ，
1 時間ス テ ッ

プは実時間で 約 1秒 とす る の を Nage1 らは提 唱 して る．実 は こ の 基本図 もメ

タ安定分岐 は出な い が ， 確率モ デ ル の た め 3角形の 周 りに データ点が ばらっ く．

そ し て そ の 形 は平均場近似や そ の 拡張 に よ り現在か な り詳し く理 解が 進ん で い

る［ユ1ユ．次に ， メ タ安定状態 を実現す るた め に提案 され た NS モ デ ル の拡張に

つ い て ふ れ てお こ う［3］．そ れ は前述の ス ロ
ース タ

ー
トル ー

ル を導 入す る もの

で ある．2種類考 え られ，1）速 度が ゼ ロ の 車 は，次の 時刻の 時 に ス テ ッ プ 1

で 確率 a で 速度 1 に す る ，と する ル ール ，2）前の 時刻で 速度が ゼ ロ だ っ た 車

だ け次の時刻 の ス テ ッ プ 3 で 別 の 確率 q を使 っ て 速度 を 1下 げ る ， とす るル

ール で ある ．い ずれ に しろ もう
一

つ ス ロ ース タ ー トを表 す確 率 q を導入す る

もの で あ り， 止 ま っ て い る車は動き に くい 状況 を い か に ル ール に 組み込む か で

い ろ い ろな方法が考 えられ る．

　 3．5BCA モ デル とその 周辺

　最後 に超離散化 の 方法 を使 っ た新 しい CA モ デ ル に つ い て ふ れ よ う［12］． こ

れ は，Burgers　CA （BCA ）とい われ，
一

つ の セ ル に O，1 だ けで な く最大 L ま で

の 整数が 入 る こ とが で き る多値 モ デ ル で あ る．詳細は次章で述 べ る，

　ル ール 184CA は L ＝1の 場合で ．あ り ， そ の 多値拡張版 に な っ て い る． こ の

多値の 物理 的解釈は 2 つ あ り ，

一
つ は L 車線を ま と め て 考え て 粗視化 し た も

の で あ り， もう一
つ は 1 セ ル の長 さを最大 L 台車が入 る長 さ と考え る もの で

ある．その ル ール は ， 前の セ ル の 空 き に 最大限移動す る と い うもの で ある，今

の セ ル の位置 を ブとし ， 時亥ll　t で の そ の位置の セ ル を 占有す る車の 台数を U ・‘

と表す と，そ の 先の セ ル の 空 き は ム
ー

砿 1 と表 さ れ る．した が っ て ，
セ ル ノ

か ら セ ル i＋ 1 に うつ る車の 台数は min （U ，L 一
磁 ．、）で あ る．同様 に セ ル ブ

に入 っ て くる車の台数 は min （砕 1， L − Uj・
孟

）となるの で ，
セ ル iの時間変化 は

　　　　　 Uj‘＋’ 一 房 ＋ min （砕 、，　L 一
房 ）− rnin （硯 ゐ一

碓 1）　 （1）

と表 され る． こ の 基本 図に は メ タ安定状態 は見 られず，ル ール 184CA モ デル

と同 じ 3角形 に な る．BCA を メ タ安定状態が実現 され る よ うに 拡張 した もの
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が 拡張 BCA （EBCA ）で ある［13コ，［9］．それ は以下の よ うなル ール で あ る．まず，

ル
ー

ル 184で ／を動か す．そ して 「その 動 い た 1 の 中で 」 さ らに動 ける もの が

あれ ば ， も う ／っ 動か す．こ の 新し い ル ール で は ， 実は時間 1ス テ ッ プで 2 っ

の セ ル を動け る車が あ り，
ル

ー
ル 184の速度 ア ッ プ版， と考え られる．ある い

は ドラ イ バ ー
の積極性 を表現 して い る， と考 えて も良い ．そして ， ス ロ

ース タ

ー
トル ール を内包 し て い る こ と も示せ る． こ の 基本図に は メ タ安定分岐が現れ，

さ らに 1 章で 言及 した 「濃い 2 次元領域」 も現 れる こ とが 最近明 らか に な っ た

［14］． しか し EBCA を さ ら に多速度へ と拡張する の は こ の まま で は 困難 で あ り，

よ り
一

般的な モ デ ル を作 る た め に は後述す る Lagrange 表現 に よ り BCA を扱

う方が 良 い こ とが分か っ て きた ［15］．

4 各モ デ ル の 関係

　　　　　　こ れ ま で 様々 な CA モ デ ル の紹介 をし て きたが
，

こ の 章で は他 の モ デ ル と の

　 　　　　数理的な関係 に つ い て考 えて ゆ く．各 モ デル の特徴 を考 える上で モ デル 同士の

　 　　　　つ なが りを明 らか に す る の は大変重要で ある．交通流 モ デル は大 き く，
1）流

　　　　 体 モ デル （Burgers 方程式 ［16］な ど），2）追従 モ デ ル （最適速度 モ デ ル ［ユ7］な ど），

　　　　　3）CA モ デル の 3 っ に 分 け る こ とが で きる．そ して こ れ ら の 関係で あ るが ，

　　　　　ま ず ，
1）と 3）を超離散法 に よ っ て ， そ し て 2）と 3）を Euler＝Lagrange変換

　　　　　に よ っ て 関連付け られ る の を見て ゆ こ う．

　4．1 超離散法

　最近，ソ リ トン理論 の発展 に よ り，ソ リ トン方程式 に対応 した可積分 CA が

見出され た ［18］．そ の 際 に ， 差分方程式か らあ る極限操作で CA を構成す る方

法が新 し く提案 され ， それ を超離散法 とい う． こ の 方法の 特徴は ， も と の偏微

分方程式の持 つ 様々 な数学的性質 ， 例えば保存量 や厳密解な どを崩さず に CA

に変換で き る ， とい う点に ある． つ ま り， 得 られ た CA は もと の偏微分方程式

と極 め て類似 した振 る舞い をす る の で ある．そ し て ，こ の 手法を用い て ル ール

184 モ デ ル と Burgers方程式 とは密接な関係が ある こ とが明 らか に な っ た ［12］．

まず，
Burgers方程式 は

　 　　　　　　　 　　　　　 zat ＝ 2UUx十 zaxx　　　　　 　　　　　 （2）

で あ る． こ れ は武者 ら に よ っ て 1978 年に初めて交通流の モ デ ル として使 われ ，

u は車の 密度 を表 して い る． （2）は Cole− Hopf 変換 za＝f。 ！f に よ っ て 線形化

で きて，熱伝導 方程式 ft一飯 に なる こ とは良 く知 られ て い る．さ て ，
こ の 方

程式か ら超離散法 に よ り CA を構成す る わ けで ある が
，

まず第
一

ス テ ッ プ で は

微分方程式 を差分方程式に 変換する．差分 方程式で もこ の 線形化可能性 と い う

構造 を不変 に保 つ た め に ， まず熱伝導方程式か ら差分方程式に変換し て ゆ く．

そ れ は
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　　　　　　　　　　 ノ；’
t＋ ／一

丿〜
亡

　＝　δ（ガ＋ 1
− 2f，

t −t一プヌーエ）　　　　　　　　　　　　　　　（3）

として お こ う．た だ し ， δ三廊 μ』じ
2
で あ り ， At，　dx は それ ぞ れ 時間 ， 空 間差

分間隔で ある．次に ，
Cole＝Hopf 変換の 離散版 と し て ，

　 c を定数 と し て πノ

＝cfit．、属
亡

とい うもの を考える．そ して こ れ を用 い て式（3）を u の み で 表す と

　　　　　　　　　t＋、 ＿

・一・δ＋ ・（か 剰
　　　　　　　　

笏
　

％

・一・δ・ ・儲 ・誓）　 　
（‘）

とな る． こ れ が 時間 ・空 間の 差分化 され た Burgers方程式で ある．次 に こ れ

を CA に変換す る．そ の た め に 従属変数を離散化 する操作が必要で あり， これ

が超離散法 と言わ れ る手法で ある．まず ，

　　　・ノー
・xp （

Uj・t

ε ）・
1
亭 一

… （響）・ ÷一 ・x ・C÷）（・〉

とお い て ，新 た に小 さい 変数 ε を導入 し，さ らに δ，c の 代わ りに L，M を導

入す る．そ して 極 限 ε→ ＋ 0 を考 える．す る と
， 超離散法に お ける重要 な公式

　　　　　　　1鵄 ・ 1・9 （… （1）・・x ・（？））
　　　　　　　　＝ max （A ，

　B ）＝ − min （− A ，
− B ）　 　 　 　 （6）

よ り， 　式 （4）｝ま

　　　 碍
＋ 1

＝ Ui’
＋ min （M ， 碓 、，

　L − Uj’）− min （』4 ， α
‘

，
L 一

礁 、）． （7）

となる． こ れ が BCA で あ る．そ し て BCA に は，・もと の Burgers方程式が持

つ 衝撃波 を表す厳密解に 対応する ， 離散版 の 厳密解が あ り， そ の 性質が極 限操

作 を通 して CA に 引 き継 が れ て い る こ とが 分か る．さ ら に こ こ で ，も し M ＞

O，　L ＞0で ， か つ 全て の ノに対 して 0≦ 醇 ≦ L な らば，全 て の ノに 対 し て 0≦

U」

，＋ i
≦ L が成 り立 っ こ とが 示せ る．つ ま り式（1）は ｛0，

1
，

…
，
L｝の （L ＋ 1）状態

3近傍 CA と見 なす こ とが で き る，また ， 式（1）に お い て ，
　 L →M ＝1 とお くと ，

0 と 1 の値を とる通常の CA にな り，
こ れが まさ に ル

ー
ル 184 モ デル にな っ て

い る こ とが分か る．以上 に よ り，
2 つ の

一見異 なる交通流 モ デ ル の数理的関係

が示 さ れた ．そ し て M は全体 的 な 流量制 限 （ボ トル ネ ッ ク）を表 し て い る の

で ， va ≧ L とすれ ば min の 中で 効い て くる こ と は 無い こ と が 分か る．こ れが

前章で 述べ た （1）で あ る．以降 ， 簡単 の た め こ の M を とっ た形 で 考 え て ゆ く．

　4．2Euler ＝Lagrange 変換

　次 に （1）と最適速度 モ デル の関係 に っ い て 考 える．最適速度モ デル で は ， 自

分の 車 の速度 をそ の ときの 車間距離で 決 まる ある最適な速度 に調整す る ように

動か す も の で ある． した が っ て 車に 注 目した モ デル で あ り ， （1）は 道路 に 注目

した もの で 車の個別性は な い モ デル で ある．流体力学的に 言 えば，最適速度 モ

デ ル は Lagrange変数で 表 した モ デ ル で あ り ， 上記 CA モ デ ル は Euler 変数 の
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モ デル で ある．した が っ て こ れ らの変換 を考 え よ う．まず ， （1）に お け る関数

U を U，
・t− GE〔ゴ＋u

一磁 で 定義 される G を用 い て 変換 す る． こ れ を（1）に代入

す る と G に対す る式

　　　　　　　　　 GLt1 − max （α （ゴ．1｝，α 〔ゴ＋ 、）
− L）．　 　 　 　 （8）＼

を得る． また ， G の 定義 よ り，そ れ は ブに 関 し て 単調増 加関数 で σ ≠ 0 の と

き
，

つ ま り各 」で
， そ の値が ブに お け る車の台数分増え る こ と が 分か る．し た

が っ て G を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N −1
　　　　　　　　　　　　Gノ＝ Σ H （ノ

ー
Xit

− 1）　 　 　 　 　 　 　 （9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i≡o

と お くこ と が 出来る．こ こ で H （x ）は ス テ ッ プ関数で あ り， また ，
N は道 に

い る車 の全台数で ある．変数 ガ がい わ ゆ る 「Lagrange 変数」で ，左か ら数

えて i台 目の 車の 時刻 t に お ける位置 を表 す．（9）を（8）に代入 し簡単 に す る と

Lagrange変数だ けの 式に 変形で き て 最終的 に

　　　　　　　　　 x 、

t＋ 1 ＝ガ ＋ min （L ，誘 ． L
−

Xit
− L）　 　 　 　 （10）

となる こ と が示せ る［15］，［19］．っ まり，こ れ が Lagrange変数 で 書か れ た BCA

で ある．そ し て L ＝ 1 と す れ ば もち ろ ん ル
ー

ル 184モ デル の ラ グラ ン ジ ュ 表現

に な っ て い る． （10）を少 し
一

般化 して

　　　　　　　　　Xit
＋ 1 ＝ Xit 十 min （V ，

　X ｝＋S
−

Xit − S）　　　　　　 （11）

としよ う．こ こ で V ＝S ＝L とすれば （10）に
一

致す る．また V ＝1，S ＞ 1 とす

れ ばクイ ッ ク ス ター トモ デ ル ， ∫＝1， V ＞ 1 とすれ ば FI モ デ ル の Lagrange

表現 に な っ て い る こ とが分か る．そ して ， U は系の 最高速度 ，
　 S は運転者 の 見

通 し とい う物理 的な意味が ある こ とも分か る．こ こで さ ら に最適速度モ デル と

の関連 を考え よ う．FI モ デル の Lagrange表現 に お い て両 辺 に
一
（Xit

−
Xit

冖1
）

を加 える と

　　　　　　　Xit
＋ i− 2Xit十 」じ∫− 1

＝ min （V ，
　hit）

一
価ノ

ー
Xit

− 1
）　　　　 （12）

とな る． こ こ で hit＝嬉 一 Xit
− 1 は i番 目の 車 と i十 1番 目の 車 との 車 間距 離

を表す．そ して tit→ Oの 連続極限 を と っ て 適当な ス ケ ール 変換 をすれ ば

　　　　　　　　　　　
・

袈 一 m ・・ （v ，
h，

t

）一響 　 　 （・3）

が 得 られ る．こ れ は ま さ に最適速 度モ デ ル で あ り ， 最適 速度関数は min （V ，

h ，

t
）と い う区分線形タ イ プ ［20］の もの が 自動的に得 られ た こ とにな る．た だ し ，

注意 すべ き点 は FI モ デル の
一

様流 は擾 乱に対 して 常に安定で あ り ，
こ こ で得

られた最適速度モ デル も感応度の パ ラ メ ー
タが大 き い 場合に相当 して お り，

一

様流 は安定 な もの に 限 られて い る．そ の 他本記事で 扱 っ た モ デル は こ の ような

枠組み で 相互 関係を考 える事が で きるが紙面の 都合で 省略する．
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　　　　 最後 に ご く最近考え られ た （11）に ス ロ ース ター トを結び っ けた総合的 な La −

　　　 grange 形 式の モ デ ル を紹介して ，
1章で 言及 した 基本 図の 相転移点付近 に 見

　　　 られ る濃 い 2 次元領域 に つ い て考 え よ う．そ し て こ の モ デ ル は ク イ ッ ク ス ター

　　　 トや FI モ デ ル を もす べ て 含む もの で ある．式で 書け ば

　　　　　x ・

t＋ 1 − x ・

t
・… （へ ．鴨 、

（x ；＋ k
−

x ・

t
　一・1・＋ 礁 ・）） （・4）

とな る［15］．こ こ で ， Vit＝min （V ，
　 x ；＋ s

− xit
− S

，
甜 認L

銑
オ
ーLS ）で あ り， も

し S ＝ ・ 1の と きは 々＝1 とお く． （14）に お い て ， 右辺の mink ＝1，…，s− 1（…）の 項 は

車 同士 の 衝突を避けるた め の 項で ある．見通 しが あるた め に直前に い る車 との

衝突回避だ けで は不十分で あ り車 か ら見える視野内の すべ て の 車 との 衝突 回避

を考慮 に い れ な くて は な らな い ． この モ デ ル で γ＝8 ＝1 とすれ ば ス ロ ース タ

ー
トモ デル で ある．こ の基本図は図 3（a ）とな る．メ タ安定分岐が現 れ ， しか

も複雑な相転移 を示 し て い る．図 3（b）に お い て 流量最大の 点 A の 密度 と流量

は（S／（V ＋ S），
S　V！（V ＋ S））で あ り ， 渋 滞相 と の 分岐点 B の 密度 と 流 量 は

（∫1（2V ＋ S），
　S　V！（2　V ＋ S））で ある．そ して こ の 間の密度で の 自由走行相が メ

タ安定相で ある． この メ タ安定部 の 擾乱 に対 する安定性 を調べ よう．以下 ， V

＝5， S − 2 とす る．　 A に 相当する
一

様流の 状態 …1
，
　1

，
0，0，0，0，0，1，1，0，　e，　O，　O，

0… は最 も擾乱 に対 し て 不 安定で あ り， そ の 流量 は Q ・ ・ sv ！（v ＋ S）＝＝ 1．42857

で ある．まず ， 擾乱 とし て車 を
一

っ だ け後 ろ に ずらす．…1
，
1

，
0

，
0

，
0

，
0

，
1

，
0

，
1

，

0，0，　O，O，0… とす る と ， 流量 が減少 して また別 の 定常状態に 移行す る． こ の と

きの流量 は Q＝＝・1．28571 で あ る．つ ぎに さ らに擾乱 を大 き くして ゆ き ，
1 を さ
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　　。，2 。．4 。．6 。．8
°

1
。 　 　 　 　 　 ・

ρ

　　　　 （a ）　　 　 　　 　　 　 　　 　 （b）

（a ）新 しい ラグラ ン ジ ュ 形式の モ デル の 基 本図（γ＝5，S − 2）と（b）そ
の模式図

相転移部分 に お い て沢 山 の 分岐 が 出現 して い る．模式図 に お い て ， 直線

A − B ，B
− C は そ れ ぞ れ傾 き V，− S〆2 で あ る．点 A の 状態 に 摂 動 を加

え る と，途中の 網掛 け部 の 準安定状態を経て 渋滞相 B − C に な る．
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ら に 後 ろへ ず ら した状態か ら計算す る と定常状態の 流量は ど ん ど ん減少 し，最

終的に Q − 0．714286とな る．こ れ は渋滞線 B − C 上の点で ある．したが っ て ，

不安定な高密度
一
様流は擾乱に よ っ て何段か の安定なメタ安定状態を経て最終

的に渋滞状態 にな る こ とが分か る． こ の た くさんの 中間安定状態 の存在が 2次

元領域 を作 っ て い る と考 える こ とが で きる，自由走行流が 密度の 増加 に よ り不

安定化 し て よ り低 い 流量の 安定状態 へ 移行 し
， 最後 に 強 い 渋滞に な る

，
と い う

シ ナ リオ は Kerner らの い う同期流 の 特徴 に 合致 し て お り，相転移部分 は こ の

よ うなた くさん の メ タ安定状態の 「弱 い 」渋滞段 階が ある ことが 予想 され る．

6　お わ り に

　　　　　　以上 ，
こ れ まで 提案 され て きた CA モ デ ル の 性質 と ， 各種 モ デル との 関連に

　　　　　つ い て紹介した ． こ れか ら も様々 な モ デル が改良され提案され る と思 わ れ るが ，

　　　　　それ と同時 に よ りい っ そ う実測デー
タ の分析をしなけれ ばな らない 段階に来て

　　　　　い る．最終的に モ デル の 妥当性 を決 め る の は実測 デー
タ で あり，質の高 い デー

　　　　　タ とそ こ か ら得 られる モ デ ル 判定の 足が か りは大変重要で ある．現在 ま で で 得

　　　　　られ て い る データ だ け で は，例え ば 2車線以上 の 場合 や ラ ン プ部な どの 重要な

　　　　　CA モ デ ル の 良し悪 しを判定す る こ とが で きな い ，それ ゆ え ， 本記事 で は基本

　　　　　的な 1車線モ デ ル の場合だ け に 限 っ て議論 した．そ して ， 同時に CA に よる 自

　　　　　然界の モ デル 化 とい う分野 は まだ まだ発展途 中で あ り ，
CA 自身の拡張や 解析

　　　　　方法 な どもこれか らの大 き な数理的課題 で あ る．CA の よ うな離散手法 は コ ン

　　　　　ピ ュ
ー

タ に よ る数値計算に適 し て お り，ま す ま す色々 な分野で 使われ ， 様々 な

　　　　　複雑現象 に応用 されて い くで あろ う．そ のため に も CA ル ール を実 デー
タ よ り

　　　　　構築す る帰納的な数理 的手法 ， ある い は微積分 の よ うな強力な解析手法 と CA

　　　　　の代数的手法を つ な げる超離散法 に つ い て ます ます研究を深 めて ゆ くこ とが重

　　　　　要で ある と思わ れ る．
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  There are  many  different models'of  traMc  flow proposed  up  to now.  In
this paper, we  will  concentrate  on  cellular  automaton(CA)models  and  study

their validity  in detail. The  rule-184  model  is considered  as  a  prototype of

all CA  models,  The  model  is extended  to more  realistic  ones  by  adding

new  rules.  Among  them, we  will  mainly  consider  the Fukui-Ishibashi
model,  the Nagel-Schreckenberg model,  the slow-to-start  model  and  the
Burgers model.  We  will  also  study  the relationship  among  different models

by using  the methods  Qf ultradiscretization  and  Euler-Lagrange  transforma-

tion, Moreover, a  new  hybrid Lagrange model,  which  is recently  proposed
by using  the above  methods,  is reviewed  and  we  consider  complex  phase
transition from free to jamming state  by using  the model.


