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はじめに

背景
金融資産の中からどの資産にどれだけ投資するかを決定する問題を，
最適化というアプローチから計量的に推し進める方法にポートフォリ
オ最適化があるが，投資対象となる各々の資産の期待収益率と分散を
過去のデータを用いて事前に推定し，その推定値を用いて最適化を行
うが，推定値と実現地が乖離することが問題として挙げられる．
この問題を取り扱う方法としてロバスト最適化によるアプローチが注
目を集めている．

目的
国内株式市場のみに焦点を当て，34銘柄を対象に検証を行い，ロバス
トポートフォリオ最適化の有効性を検証する．
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平均・分散モデル

市場に N 個の資産 Si が存在すると仮定し，資産 Si の収益率を確率変数
Ri とする．
Si へのポートフォリオウェイト（投資比率）を xi とし，ポートフォリオを
ベクトル x = (x1, x2, ..., xN )T として表現する．
ここでは空売りを考慮しないため，ポートフォリオ xは∑N

i=1 xi = 1と
xi ≥ 0の 2つの条件を満たす．
そしてポートフォリオ xの収益率は R(x) =

∑N
i=1 Rixi と表すことができ，

xのリターンとリスクの指標である期待収益率 E[R(X)]と分散 E[R(x)]は
次のように表現できる．

資産 Si の期待収益率 E[Ri]を ri，資産 Si と Sj の共分散
E[(Ri − E[Ri])(Rj − E[Rj ])]を σij としている．
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つづき

本論文では直近の過去 T 期間の収益率に基づいて収益率の平均 ri および共
分散 σij を計算する．（T を推定期間と呼ぶ）
このとき，リスク上限 σ2

T の下でリターンを最大にするポートフォリオウェ
イト xを決定する問題を，平均・分散モデル (PD)として以下のように定義
する．

ui は資産 Si のポートフォリオウェイトの上限．
(PD)は凸二次不等式制約を持つ凸二次計画問題である．
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ロバスト最適化モデル
平均・分散モデル (PD)は過去のデータから推定した期待収益率と共分散を
用いているが，近年の不確実性が高い市場では難しい．
ロバスト最適化の手法を用いることで不確実性に対応することを考える．
本論文では期待収益率情報のみに不確実性を考慮した次の問題を扱う．

Ur は期待収益率ベクトル r = (r1, r2, ..., rN )T の集合を表しており，不確
実性集合と呼ぶ．(PR)は各ポートフォリオ xに対し，Ur の中で最悪の期
待収益率となることを想定している．
つまり，ポートフォリオの期待収益率を保守的に見積もって最適化を行う
モデルと言い換えることができる．
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矩形
矩形の不確実性集合は，期待収益率の推定値 r̃i とその許容乖離 δi を用いて
以下のように定義する．

上記の式は，各資産の期待収益率 ri が r̃i − δi ≤ ri ≤ r̃i + δi の範囲にある
ことを意味している．
本論文では空売りを考慮しないため，任意の xi に対する最悪の期待収益率
は r̃i − δi であり，(PR)は以下のようになる．

(PD)と同様に (PR1)も凸二次不等式制約を持つ凸二次計画問題である．
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ここで期待収益率は正規分布に従うと仮定し，信頼水準を考慮することで
δi を設定し，これによって不確実性を制御する．

σi は資産 Si の標準偏差，T は推定期間，zα/2 は標準正規分布における両
側確率が α%になる点を示している．
矩形のロバスト最適化モデルでは，各資産の期待収益率が独立に考慮され
ているため，全資産の期待収益率がそれぞれ最悪になる．
つまり，究極の保守的ポートフォリオを作り上げることができる．
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楕円形
楕円形の不確実性集合は以下のように定義される．

∑
r は各資産の期待収益率の共分散行列であり，δ は不確実性の大きさを表

す定数である．
(PR)は次のようになる．

σr
ij は

∑
r の第 ij 要素のを表す．

目的関数は期待収益率の項に不確実性の関数が追加された形となり，δ は投
資家のリスク回避度を表現していると見ることができる．
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期待収益率の分布に定常性を仮定した場合，σr

ij は期待収益率の共分散 σij

を用いて表すことができる．

よって (P ′
R2)は以下のように書き換えることができる．

これは二次錐計画問題として定式化できる．
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各モデルの関係

矩形
矩形の不確実性を考慮したモデル (PR1)は (PD)の目的関数における期待
収益率 r̃i から δi を引いている．
各資産のリスクと投資家が想定する不確実性に基づいて，期待収益率を保
守的に修正して最適化を行なっている，と解釈ができる．

楕円形
楕円形の不確実性を考慮した (PR2)は (PD)の目的関数における期待収益
率をリスク回避度 (δ/

√
T )と投資家の許容するリスク上限 σ2

T に基づいて
保守的に修正して最適化を行なっていると解釈できる．
不確実性を考慮したモデル (PR1),(PR2)は，不確実性を考慮しないモデル
(PD)の入力である期待収益率の推定値を，投資家の想定するリスクの許容
度あるいは回避度に基づいて修正していると解釈することができ，(PD)の
拡張モデルであると考えられる．
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データとその性質
資産 Si として，水産，鉱業等 34業種から各 1社，計 34企業をランダムに
選択．
1990年 1月から 2014年 12月を対象期間として，各企業の月次平均株価を
取得．
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分析結果

ポートフォリオは毎月リバランスを行うものとし，その回転率に上限M を
20%とした．
すなわち，x0

i を前月のポートフォリオウェイトとすると，

を満たすようにする．
これらの制約を与えることで，1つの資産しか保有しないというリスクを回
避することができ，またリバランス時に発生する手数料等のコストを抑制
することが可能である．
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パフォーマンス分析

表３より，例えば (PD)では資産 S21 と S25(企業 21と 25)を保有している
ことがわかる．
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表 3と図 3より，2008年 10月においては，不確実性を考慮したモデルの
方が標準偏差の小さい資産（リスクの小さい）を保有しており，保守的な
ポートフォリオを組んでいることがわかる．
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リーマンショックが起こった 2008年 9月以降，ロバスト最適化モデルを適
用することによってどの程度損失を抑えることができたのか，またモデル
の精度として，理論値と実現地がどの程度乖離しているのかを確認する．

表 4より，(PR1)(α = 70%)は 2008年 10月以降の最大損失を −13%に抑
えることに成功した．
他の信頼水準の場合および (PR2)の結果を見ると，不確実性を考慮しても，
リーマンショックの損失を抑制することができたと結論を出すことはでき
ない．
しかし，表 5で示すように，不確実性を考慮したモデル (PR1),(PR2)の方
が精度が高いということができる．
以上のように，ランダムに選出した 34銘柄ではロバストポートフォリオ最
適化の有効性を確認することができなかった．
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つづき

各モデルの理論値と実現地の推移を示している．
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34銘柄に国債短期を加えた場合の分析結果を下表に示す．

表 6より，国債というリスクの小さい資産を加えたデータに対しては，不
確実性を考慮したモデルの方が，2008年 10月の損失と，それ以降の最大損
失を抑えることができたことがわかる．
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おわりに

まとめ
対象となる市場を国内株式に絞った場合，ロバストポートフォリオ最
適化が有効であるかを実証した．
ロバスト最適化が有効であるとの結論を出すことはできなかった．
従来研究では 15%から 25%程度まで抑えることができたが，それが
できなかった原因として，扱う資産の性質の違いが考えられる．
国内株式の標準偏差は最低でも 20%を超えていたため，リスクを回避
したポートフォリオの構築を試みたとしても，十分にリスク回避でき
なかったと考えられる．
ランダムに選出した 34銘柄のデータを用いて，国内株式に対してロバ
ストポートフォリオ最適化が有効であるか行なったが，必ずしも有効
になるとは限らないことがわかった．
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おわりに

課題
ロバストポートフォリオ最適化が有効になる条件を追求すること．
国債を含めたデータに対してロバストポートフォリオ最適化の有効性
を確認することができたが，その違いがどこにあるのか解明すること．
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