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自然現象の離散・超離散系によるモデル化

東京大学大学院数理科学研究科 ウィロックス ラルフ (WILLOX Ralph)

概 要 可積分系という分野が生み出した概念やテクニックに基づき,一般の数理モデルにも適用
できる離散化・超離散化手法による数理的アプローチを紹介する.この新しいアプローチを個体群動
態学におけるロジスティック方程式 や SIR のような有名な感染症数理モデルを用いて説明し,新しい
現象を示す捕食者・被食者モデルに適用する.

1 はじめに

離散 KdV 方程式のような離散ソリトン系や q-パンルヴェ方程式などの離散的な可積分系に関
する研究が，この３０年間の間に，「可積分系」という分野を大きく変えたことは確かな事実であ
る。特に，離散可積分系からソリトン・セル・オートマトンを導くために，ほぼ１５年前に導入
された「超離散極限」と呼ばれている手法 [1] は，今，その研究分野の新しいパラダイムである
と言っても過言ではない．そこで，超離散極限というテックニックを含めて，可積分系の研究か
ら学んできた手法が一般的な力学系にも適応できるかという問題は数年前から考えられているが
[2]，与えられた連続なモデル方程式の適切な離散化をどうやって行えば良いかという質問は相変
わらず難問である．最近，常微分方程式の特殊なクラスに適用できる離散化法はいくつか考案さ
れているが [3], 本講演の目的は，離散化やモデル化の一般論を述べることではなく，具体例を挙
げながら連続モデルの離散化と超離散化における問題や注意点を説明することである．
まず，入門的な実例として，人口モデルのプロトタイプである（1845 年に P.F. Verhulst に考
案された） logistic 方程式 (r, h > 0)

dN

dt
= N (r − hN) (1.1)

の離散化と超離散化を考察しよう．logistic 方程式は Riccati 型の常微分方程式であり，勿論，線
形化可能かつ求積可能な方程式である．従属変数変換 N(t) =

1
X(t)

により，方程式 (1.1) が

dX

dt
= h − rX

に変換され，これを解くと，(1.1) の一般解を下記の「logistic」函数と呼ばれる形で得られる．
(K :=

r

h
, N0 := N(t0))

N(t) =
K

1 +
(

K

N0
− 1

)
e−r(t−t0)

(1.2)

しかし，この方程式又はこの解が本当にある個体群の発展を忠実に記述するかという問題を考え
るとき，解の挙動を観察データと比較する必要がある．特に，観察データからモデルに現れるパ
ラメーター r, h が推測できるかは重要な問題である．個体群に対する実データは基本的に離散的
なデータであり，そういった比較やパラメーターの推測を行うためには，logistic 方程式 (1.1) の
離散化を行うか，あるいは直接に logistic 函数 (1.2) の ある time step に対応する sampling を求
めるかという２つの方法が考えられる．これから，まず logistic 方程式の離散化を考える．
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具体的には，logistic 方程式 (1.1) の解を間隔 τ の格子上で離散化し, N(t + n τ), 新しいパラ
メーター α, β の τ 依存性を

α = rτ + O(τ2) , β = hτ + O(τ2)

と定めるとき，次の差分方程式が

Nn+1 − Nn = Nn(α − βNn+k) (1.3)

常に (∀k ∈ Z) logistic 方程式 (1.1) を連続極限に持つことはすぐ分かる．

Nn+1 − Nn − Nn(α − βNn+k)
τ

=
dNn

dT
− Nn(r − hNn) + O(τ) τ→0−−−→ dN

dt
= N (r − hN)

logistic 方程式は１階の常微分方程式であり，離散化の一般的な方針 [4] の一つとして，目指す離
散化を同様に１階の差分方程式に絞り， (1.3) において k = 0, 1 の場合のみを考える．

i) k = 0： この場合には, Euler 法に対応する離散化が得られ，

Nn+1 − Nn = Nn(α − βNn)

この差分方程式は Nn =
1 + α

β
Xn によリ，有名なカオス系である「logistic map」と同値である

ことが分かる．
Xn+1 = (1 + α) Xn(1 − Xn)

この写像は τ が十分小さいときに logistic 方程式の良い近似にはなるが，τ を段々大きくとると，
写像がカオスのレジームに入ってしまい，結局，この離散化が示す振る舞いは元の連続モデルと
全く無関係なものとなる．さらに，Euler 法による離散化は近似だけであり，この場合には，上記
の差分方程式が logistic 函数 (1.2) の sampling となるパラメーター α, β は存在しない．

ii) k = 1：このときに得られる差分方程式 Nn+1 −Nn = Nn(α− βNn+1) は次の有理写像と同値
である．

Nn+1 =
(1 + α)Nn

1 + βNn
(1.4)

実は，logistic 函数 (1.2) の N(t + nτ) による sampling が

α = erτ − 1 , β =
α

K
(1.5)

のとき関係式 (1.4) を満たすことは，初めて，１９６５年に生態学者の森下正明先生に示された
結果 [5]である．
有理写像 (1.4) が連続の logistic 方程式と同様に線形化可能である1ことはよく知られているが，
観点を少し変えると，この写像が，実は，既に線形な形にあることが簡単に分かる．有理写像 (1.4)
の作用を射影空間 P1 上で考えるとき，P1 の斉次座標を Nn = (An : Bn) のように導入すると，
(1.4) から次の線形変換が得られる．[

An+1

Bn+1

]
=

[
1 + α 0

β 1

]
·

[
An

Bn

]

1写像 (1.4) に Nn =
1

Xn
を置くと，Xn+1 = (1 + α)−1(Xn + β) が得られる．
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⇔

[
An

Bn

]
=

[
(1 + α)n 0

β
α [(1 + α)n − 1] 1

]
·

[
A0

B0

]
≡

[
(1 + α)nN0

1 + β
αN0[(1 + α)n − 1]

]

⇔ Nn =
α/β

1 +
(

α
βN0

− 1
)

(1 + α)−n
≡ N(t0 + nτ) （ (1.5) により）

従って，有理写像 (1.4) は小さい τ の場合に logistic 方程式のとても良い近似になることばかり
でなく，連続の logistic 方程式と同様に線形化可能でもあり，差分間隔が大きくなっても，logistic
函数の挙動を完全に捕らえるものである．この写像は，さらに，「超離散か可能」な写像でもある．

N0 > 0 から出発すると，すべての Nn は正であり，ある正のパラメーター ε に対してその Nn

と α を下記のように表すことができる．

Nn = K e−Un/ε , 1 + α ≡ erτ = eA/ε (Un, A ≥ 0, ε > 0)

そのとき，ε を 0+ に送りながら，つまり差分間隔 τ を増加させながら，写像 (1.4) の不動点
N∞ = K, 0 に対応する値 U∞ = 0, + ∞ の 大域的な（漸近的）安定性を調べる．実は，
U∞ = +∞ は常に反発的であり，U∞ = 0 は常に吸引的である2．なお, これを直接 Un という変
数のレベルで調べるためには，ε ↘ 0+ の極限を取る必要がある．関係式 (1.4) から，

−ε log e−Un+1/ε = − ε log
eA/ε e−Un/ε

1 + (eA/ε − 1)e−Un/ε

⇔ Un+1 = Un − A + ε log(1 + (eA/ε − 1)e−Un/ε)

ε→0+

−−−−→ Un+1 = Un − A + max[0, A − Un]

つまり，次の極めて単純な区分的線形写像が得られる．

Un > A : Un+1 = Un − A ≡ U0 − (n + 1)A

0 ≤ Un ≤ A : Un+1 = 0

（このような極限は離散系の「超離散極限」と呼ばれる．）特に，すべての初期値が有限な時刻に不
動点 U = 0 に辿り着くことに注意する．さらに，有理写像 (1.4) の一般解の超離散極限も取れる．

Nn =
K

1 +
(

K
N0

− 1
)

(1 + α)−n
⇔ e−Un/ε =

1
1 + e−nA/ε(eU0/ε − 1)

⇔ Un = ε log
[
1 + e−nA/ε(eU0/ε − 1)

]
ε→0+

−−−−→ Un = max[0, U0 − nA]

これから，次の方針に沿って，いくつかの具体的な離散・超離散モデルを構築する．

� 自然現象をミクロのレベルではなく，マクロのレベルで記述し，離散的なモデルより直感的
なレート方程式の離散化を行う．

� 離散系として精度の高い近似 (“integrator”) を目指こととともに，差分間隔の広い範囲にお
いて連続系の挙動を忠実に追尾する離散化を目指す．特に，正の整数を係数にする有理写像
による漸化式を目指す．

� 離散系の超離散極限によって，元のモデルと同様の挙動を示すセル・オートマトンを得る．
2写像 (1.4) の線形的安全性に現れる固有値はそれぞれ eA/ε と e−A/ε の値をとる．
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2 Case study 1: SIR モデル

初めに，伝染病流行モデルのプロトタイプである SIR 模型 [6] の離散化を考える．

ある伝染病の感染者の人口密度を I(t) とし，その伝染病に対して免疫を持たない人口の密度を
S(t), そして免疫を持つ人口密度を R(t) とし，この３つの従属変数の間に次の関係が成り立つと
する．（′ は t 微分を表す記号である．）

S′ = −rSI

I ′ = rSI − sI

R′ = sI

(2.1)

(s, r, S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0 > 0）このモデルは，保存量を２つ持ち，{
S + I + R = ct

r(S + I) − s log S = ct

ある critical な値 Sc :=
s

r
に対して次の振る舞いを示す：S0 > Sc のとき，I が増加し，S が減少

する．I は S = Sc において最大値をとり，S が Sc より小さければ，I と S はともに減少する．

lim
t→+∞

I(t) = 0 , lim
t→+∞

S(t) = S∞ : erS∞ =
(

S∞
S0

)s

er(S0+I0)

SIR モデル (2.1) と同じ挙動を示す離散系は容易に下記の形で得られる3 [7]．
xn = xn−1

1 + cyn

1 + yn

yn+1 = yn
a + xn

1 + bxn

(2.2)

ここで，x0 >
1 − a

1 − b
のとき，yn が増加し， xn が減少する．一方，x0 <

1 − a

1 − b
のとき，yn, xn は

ともに減少する．さらに，パラメーターの特殊な場合には，(2.2) が保存量を持つことも示せる．

i) a = b = c : k =
xnxn−1 + (1 + c)xn−1 + 1

xn − cxn−1
⇒ xn =

(kc + c + 1)xn−1 − 1
k − xn−1

ii) a = b, c = a2 : k =
λ3x2y2 + (λ2 + λ)x2y + x2 + 2λ2xy2 + (λ + 1)2xy + +λy2 + (λ + 1)y + 1

x
(x = xn, y = xn−1).

3離散系 (2.2) に x = εS, y = εI, t = εn, a = 1 − εs, b = c = 1 − r (0 < a, b, c < 1, x0, y0 > 0）と置くと，
ε → 0+ の連続極限が元の SIR 系 (2.1) であることは簡単に分かる．
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連続系と同様に，漸近的な状態における x∞ の値はこの保存量から計算できる： lim
n→∞

xn = x∞,

limn→∞ yn = 0．離散系 (2.2) の係数はすべて正であり，超離散極限も取れる． (2.2) に

x = eX/ε, y = eY/ε, a = e−α/ε, b = e−β/ε, c = e−γ/ε (α, β, γ > 0)

と置くと，超離散極限後，次の区分的線形写像が得られる． Xn = Xn−1 + max[0, Yn − γ] − max[0, Yn]

Yn+1 = Yn + max[−α,Xn] − max[0, Xn − β]
(2.3)

実は，この写像はまた連続模型と全く同じ振る舞いを示す：X0 > 0 のとき，Yn が増加し，Xn が
減少する，つまり伝染病が流行する．一方，X0 < 0 のとき，Yn と Xn は両方とも減少し，Yn は
負となり，結局 −∞ に減少するが，Xn は そのときある定数にとどまる：Xn = ct = X∞.

特に，X0, Y0, α, β, γ ∈ Z に制限すると，SIR 模型と同じように伝染病の流行を記述するセル・
オートマトンが得られる．さらに，場合によって次の保存量も存在する．

i) α = β = γ： 　 K = max[Xn, Xn + Yn − α, Yn,−Xn, Yn − Xn]

ii) α = β, γ = 2α： K = max[Xn, Xn +Yn−α, 2Yn +Xn−3α, Yn, 2Yn−Xn−α, Yn−Xn,−Xn]

そのとき，X0 > 0, Y0 < 0 なら，一般的に X∞ = −X0 であることが分かる．

しかし，上述の保存量を持つ離散的（と超離散的） SIR モデルには，連続極限が完全に自明で
あるという大きな問題がある．

i) a = b = c ⇔ 1 − εs = 1 − r

ii) a = b, c = a2 ⇔ 1 − εs = 1 − r = (1 − εs)2
⇔ s = r = 0 : trivial!

この問題の原因は，元の連続系の保存量がとても離散化しにくい対数函数を含むことにある．実
は，対数函数ではなく，多項式 f(S, I) によって記述される保存量を持つ SIR モデルの拡張 [8] は
定義でき， {

S′ = −f(S, I)

I ′ = f(S, I) − λI
f(S, 0) = 0 , ∂If(S0, 0) > λ > 0

dI

dS
= −1 +

λI

f(S, I)
は明らかに保存量を定める．例えば，f(S, I) = S2I のとき，K = I + S + λ

S

が保存量であり，x =
√

εS, y =
√

εI, κ = 1 − ελ, t = εn の関係の下で，次の離散化は容易に得
られる． 

xn+1 =
xn

1 + xnyn

yn = yn−1 (κ + xnxn+1)
保存量： yn + xn +

1 − κ

xn

さらに， x = eX/ε , y = eY/ε , κ = e−K/ε (K > 0) と置くと，この離散系の超離散極限も
取れる．  Xn+1 = Xn − max[0, Xn + Yn]

Yn+1 = Yn + max[−K, Xn + Xn+1]
保存量 : max[Yn, Xn,−Xn]

例: K = 2, (X0, Y0) = (4,−17)のとき，(4,−17), (4,−9), (4,−1), (1, 4), (−4, 2), (−4, 0), (−4,−2) . . .

のような時間発展が得られ，Xn が n = 4 から漸近的な値 X∞ = −4 にとどまることが分かる．
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3 Case study 2: SIRS モデル

本節の題目の SIRS モデルは，SIR と違って，完璧な免疫を起こさない伝染病の流行を記述す
るためのモデルである．

S′ = −αSI + βR

I ′ = αSI − γI

R′ = δI − βR

(α, β, γ, δ > 0, δ ≤ γ)

この模型の離散化は，簡単な変数変換の後，


x′ = −xy + µ(M − x)

y′ = xy − νy

M ′ = −κy

，人口 M が不変であると

きに次の形で得られる [9] ．
Yn = Yn−1

p + Xn

1 + Xn/q

Xn+1 =
a + bXn

1 + Yn

(a, b, p, q > 0, X0, Y0 ≥ 0)

(X = εx, Y = εy, a = ε2µM, b = 1 − εµ, p = 1 − ε(λ + µ), 1/q = O(ε).)

明らかに，このモデルにおいては，伝染病は X0 >
1 − p

1 − 1/q
=: Xc のときに流行し (q > 1, p < 1)，

i)
a

Xc
+ b ≤ 1 の場合，普通の SIR モデルと同様に lim

n→∞
(Xn, Yn) = (

a

1 − b
, 0) となリ，

ii)
a

Xc
+ b > 1 の場合，‘endemic’ な不動点が存在する： lim

n→∞
(Xn, Yn) = (Xc,

a

Xc
+ b−1 > 0).
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【 ‘endemic’ な不動点を持つ主な流行パッターン：連続の場合（上）と離散の場合（下）】
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上述の離散系の超離散極限は次のように得られる：

X = eU/ε, Y = eV/ε, a = eA/ε, b = e−B/ε, p = e−P/ε, q = eQ/ε (B, P, Q > 0)

 Un+1 = max[A,Un − B] − max[0, Vn]

Vn+1 = Vn + max[−P, Un+1] − max[0, Un+1 − Q]

上図の主な流行パッターンに対応するセル・オートマトンの時間発展として，次の例が挙げられる．

i) (A, B, P, Q) = (0, 1, 3, 4): (11,−13), (10,−9), (9,−5), (8,−1), (7, 3), (3, 6), (−4, 3), (−3, 0), (0, 0).

ii) (A, B, P, Q) = (5, 1, 3, 4): (11,−13), (10,−9), (9,−5), (8,−1), (7, 3), (3, 6), (−1, 5), (0, 5).

4 Case study 3: 新しい捕食者・被食者モデル

Lotka-Volterra はたぶん捕食者・被食者の相互作用を記述するモデルの中一番良く知られてい
るモデルである． {

x′ = x(λ − y)
y′ = y(x − µ)

このモデルには保存量 H = x+ y− lnxµyλ があるので任意の初期値が閉じている周期軌道に載っ
ていることが分かる．

【 Lotka-Volterra の周期軌道の例（左）とそれぞれの変数の振動のグラフ（右）】

長年，上記の図のように x, y 変数の振動の間に周期の４分の１のずれがあることは，捕食者・
被食者の相互作用の一般的な性質とされた．しかし，最近，そうでない捕食者・被食者系が発見さ
れた．Yoshida et al. の実験 [10] によると，ある輪形動物・原生動物からなる捕食者・被食者系に
は，それぞれの個体数の振動の間に半周期のずれが現れる場合もあり，さらに，捕食者の個体数が
激しく振動するのに，被食者の個体数はほとんど変わらない場合もある．この現象は捕食者・被食
者系における ‘cryptic oscillation’ と呼ばれている．Yoshida et al. は具体的なモデル [11] を考案
し，この現象を次のように説明している．被食者の表現型（phenotype）は実験において同じであ
るが，実は，遺伝子変化で被食者の遺伝子型（genotype）が異なり，そして，それぞれの種類の
（捕食者による）被食率が違う．それぞれの遺伝子型の個体数は捕食者と比べて，Lotka-Volterra
のように周期の四半分のずれで振動するが，被食者の総個体数の振動が小さく，捕食者とほぼ半
周期ずれている.
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下記の方程式系は一番簡単な ‘cryptic’ 振動のモデルである [12]．
x′ = x(1 − x − y) − xz

y′ = y(1 − δ − x − y) − νxy − λyz

z′ = −γz + µz(x + ρy)

x =高被食率藻類，
y =低被食率藻類，
z =輪虫,
ν, γ, δ > 0, 0 < ρ < λ < 1

この連続モデルの離散化は下記のように得られ，

xn+1 = xn
1 + ε

1 + ε(xn + yn + zn)

yn+1 = yn
1 + ε(1 − δ)

1 + ε((1 + ν)xn + yn + λzn)

zn+1 = zn
1 + εµ(xn + ρyn)

1 + εγ

その超離散極限は次の変数変換から得られる．(X,Y ≤ 0, E, ∆, C, L, R > 0)

x = eX/ε, y = eY/ε, z = eZ/ε,

ε = eE/ε, 1 − δ = e−∆/ε, 1 + ν = eC/ε, γ = eG/ε, λ = e−L/ε, µ = eM/ε, ρ = e−R/ε


Xn+1 = Xn − max[−E, Xn, Yn, Zn]

Yn+1 = Yn − ∆ − max[−E, C + Xn, Yn, Zn − L]

Zn+1 = Zn + max[−E, M + Qn] − G

L < R, E > ∆
E + G > 0
Qn = max[Xn, Yn − R]

下記の図には，それぞれの被食者の種類及び捕食者の離散的模型による時間発展と振動のずれ
などが確認できる．

実線： 捕食者
破線： 被食者総合個体数
点線： 高被食率の藻類

二点鎖線 ： 低被食率の藻類

time

p
o
p
u
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o
n
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超離散系にも cryptic oscillation に対応する振動のパッターンがある．

実線： 捕食者
破線： 被食者総合個体数

time

p
o
p
u
la
ti
o
n

5 結論

前節では，連続系の離散化を行い，得られた離散系とそれらの超離散極限によるセル・オートマ
トンが，結局，元の連続系と非常に近い挙動を示す実例をいくつか解説した．しかし，セル・オー
トマトンにおける挙動を考察することにより，離散系や連続系について新しい知識が得られる場
合もある．例えば，cryptic oscillation 現象のさらに詳しいモデルとして，次の離散系 [12] が挙げ
られる． 

xn+1 = xn
1 + ε

1 + ε
(
xn + yn + zn

1+α(xn+ρyn)

)
yn+1 = yn

1 + ε(1 − δ)

1 + ε
(
(1 + ν)xn + yn + λzn

1+α(xn+ρyn)

)
zn+1 = zn

1 + εµ(xn + ρyn)
1 + εγ

この離散系に対応するセル・オートマトンにおいては，次の図のようなカオスを引き起こすメカ
ニズムとして知られている ‘intermittency’ という現象がパラメータのかなり広い範囲で自然に現
れる．その発見によって，離散系にもこのように intermittency が現れる特殊なパラメーター範囲
が存在することが分かった．３次元の捕食者・被食者系にはカオス現象は一つの可能な dynamics
であることは知られているが [13]，今回，セル・オートマトンのシミュレーションによって発見さ
れた intermittency がモデルの本質的な特徴であるか，さらに，自然にも現れるかという問題は今
後の興味深い研究課題である．
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【実線：捕食者 , 破線：被食者総合個体数 ・超離散系（左）と離散系（右）の挙動】
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