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超離散化
一 セ ル オ ー トマ トン と微分方程式をつ な ぐ一

薩摩 順吉　時弘 哲治

1　 は じ め に

　　　　　　科学技術の 発展 に数学が果た した役割 は きわ め て 大 き い ． と くに解析学は そ

　　　　　の 中心に 位置 し て い た．実際 ， 解析学 の 原点 は Newton
，
　Leibnitzに よ る微分

　　　　　を用 い た 物体の 運動 の 記述に ある．以降 ， 天文学や物理学 に お ける さ まざまな

　　　　　現象が微分方程式 として 表現 され ，そめ解を求め る とい う努力が な さ れ て き た ．

　　　　　時代が進 む と，技術すなわ ち工 学に もそ うした 方法が 導入 され る よ うに なる ．

　　　　　現在 で は さ らに生物学や経済学を含む さ まざ まな分野 で微分方程式が 用い られ

　 　　　 　 て い る．

　　　　　　 コ ン ピ ュ
ータ の 登場 に よ り解析手段 は多様化 した．離散的な方程式の 重要性

　　　　　 も増 した の で あ る．そ の 結果，代数的な手法 も応用上 必要 に な っ て き て い る．

　　　　　離散的な 方程式の 極め つ けは セ ル オ ー トマ トン （Cellular　Automaton ，
　CA ），

　　　　　す なわ ち，独立変数 ・ 従属変数の す べ て が 離散的な シ ス テム で ある 匚24］．CA

　　　　　の 起源は von 　Neumann にある とい わ れ て い る．も と もと の 動機づ けは 自分 自

　　　　　身 を再生 する機械，さ らに は自分 より複雑 な機械 を作 り出す 機械の 存在証 明 に

　　　　　あ っ た．そ の 後， 1970年 に Conway が 空間 2 次元 の で CA ，ラ イ フ ゲーム を

　　　　　提案し て か ら，単純 な代数規則に 基づ く発展系 と い う概念の 重要性が認識 され
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る よ うに な っ た．

　1983 年 ， Wolfram はそ うした発展系で 最 も簡単な 1 次元 モ デ ル を提案 した ．

「基本 的な」セ ル オ ー トマ トン （Elementary　CA ，　ECA ）と呼 ばれ る そ の モ デル

は ， 1（空 間）＋ 1（時聞）次元 で ， Z2〜｛O，
　1｝に値 を とる CA で あ る．時刻 t＋ 1，

位置 iに お け る セ ル の値 を π 。
t＋ 1

とす る と，そ れ は時刻 t，位置 n ，　n ＋ 1，　n − 1

に お け る セ ル の 値 u 。

t
，
麟 ． 、

，
　uS −、 に よ り決定 され る．す なわ ち ，　 ECA の 時間

発展 は函tw　u 。

t＋ t＝F （
　　 t　　 t　　　　　 t
Un ，Un ＋ 17　Uh −1）に よ り与 え られ る．こ の よ うな F は 223

＝256個存在す るが，その うち と くに，空間対称 か つ 0＝F （O，
　O， O）を満た す 25

＝− 32通 りの 1egal　ECA に つ い て は ，　 Wolfram に よ りよ く調べ られ て い る．そ

の 結果 に よ る と ， 各々 の legal　ECA の 周期的境 界条件 お よび ラ ン ダム な初期

状態か らの 時間発展の 様子 を も と に ， 十分時間が経過した後の 状態は次の 三 っ

に分類 され る ［26］．タイ プ 1 ：す べ て の サイ トが単
一

の状 態 に な る ， タ イプ

2 ：い くつ か の空間的局在パ ターン を含 む定常状 態 また は周期 的状態 に な る．

タイプ 3 ：い くつ か の 時間的 ， 空 間的局在パ ターン を含む カオ ス 的状態 に な る．

　 こ の 結果 は CA が 離散力学系の モ デル とな る こ と，す なわ ち常微分方程式系

と何 らか の 対応関係が ある こ とを示唆 して い る．それ で は時空 に お け る発展系，

すな わ ち偏微分方程式 との 関連 に つ い て は ど うで あろ うか ．Wolfram は 1985

年 「CA 理論 にお け る 20 の 問題」 と して未解決の重 要な問題 を列挙 した［27］．

その 9番目に 「What 　is　the　correspondence 　between　cellular 　automata 　and

continuous 　systems 」 とV・ うもの が あ る．彼 は こ の 問題 に対す る コ メ ン トの 中

で ， 時空変数 の離散化は 方程式の 解を数値的に 求める際の 近似 と し て とらえ る

こ とが で き るが ， 物理量 の 離散化 に っ い て はわか らな い と述べ て い る．時空変

数 はそ の差分間隔の 極限 を とれ ば連続系に移行す るが ，離散的な物理量 と連続

的な物理 量 との関係は定かで はない の で ある．彼 はさ らに ， 「Explicit　 exam ・

ples　of 　cellular 　automaton 　approximations 　to　partial　differential　equations

of　physical　importance 　would 　be　valuable 」 と述 べ
， 具体的 に微分方程式か

ら CA を構成 する 重要性 を指摘 して い る．

　筆者 た ちの研究グル ー
プは近 年 ， 離散可積分系 を

一
つ の 主要な研究テ ーマ に

して い る．可積分 とは完全積分可能 とも い い ，も とも とは Hamilton力学系の

初期値 問題が解け る，す な わ ち初期値問題 の解が 得 られ る と い う意味 を もっ て

い る ［15］．そ の 概念 を無限次元 の 力学系 と もい える非線形偏微分方程式 へ 拡張

した の が，無限次元可積分系で ある ．ソ リ ト ン方程式 はそ の 典型 的な もの で ，

代表的な例 と して Korteweg−deVries（KdV ）方程式 ，

　　　　　　　　　　　　留・ ・鵜一＋券 一 ・ 　 　 （・）

が ある．こ の 方程式は，相互 作用に際して安定に振る舞 う非線形分散孤立波 ソ

リ トン を解 として もち，原理 的に初期値問題 を解 くこ と の で きる逆散乱法 の定
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式化が 可能で あ り，無 限個の 独立な保存量 ・対称 性が存在する とい う性質 を有

し て い る，そ の こ と が無限次元可積分系 と呼ぶ 理 由で ある ［9］．

　離散可積分系の典型例 は ， こ うした性質 を共有 する （独立変数 の
一

部が 離散

的 な）半離散 もし くは（独立変数 す べ て が 離散 的な）完全離散方程式で ある．前

者 に属す る もの と し て ， 戸田 方程式 ，

撃 一 ・xp ［u ・ ＋ ・（・）］一・・x ・［・ ・ （t）］… P ［・ ・
−1（・）］ （2）

が あ り， 後者 に 属す る も の として ， 広 田 ・三 輪方程式（も し くは離散 KP 方程

式 とい う）

　　　　
一

δτ（1− 1，m ，　n ）τ（1，　m − 1，　n − 1）＋（1＋δ）τ（1，　m − 1，　n ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3）
　　　　　　・τ（1− 1，　m ，　n

− 1）一τ（1，
m

，
n − 1）τ（1− 1

，
m − 1

，
n）＝ 0．

が ある．な お ， （3）式 に お い て δ は適当な パ ラ メ ー
タ で ある．

　連続系 も離散 系 も共通 した性質 をもっ て い る とき ， 従属変数 まで 離散化 した

超離散系 （CA を こ の よ うに呼ぶ こ と に する）で は ど うで あろ うか とい う問題が

自然 に 生 じて くる．本稿の 主題 はそ の 問題 に対 する これ まで の研究成果 と応用

例 を示 す こ とにある．まず 2章で，解が ソ リ トン的振 る舞い を示 す CA の研究

経過 を概観 した後，可積分な CA が存在す る こ とを指摘し，そ の 性質に つ い て

議論す る．次に 3 章で ，「超 離散極限」と い う手法を用 い て ，可積分な CA が

ソ リトン 方程式 と関連 づ け られ る こ とを示 した後 ， その結果が もつ 数学 的意味

に つ い て 議論す る．4章 で は ， 「超 離散極 限」が可積分系 だ けで な く他 の シ ス

テ ム へ も適用可能で ある こ とを指摘す る．

2　ソ リ トン セ ル オー トマ トン

　　　　　　CA にお い て ソ リ トン 的な解が 存在す る こ とは Wolfram の初期の研究に お

　　　　　い て も指摘され て い た が［25］， そ の よ うな パ タ
ーン の解析が活発に な っ た の は

　　　　　 1980年 代 の 後 半 か らで あ る ．例 えば Park らは ，　 u 。

t＋ 1
が π 。

ノだ けで な く

　　　　　 u 。
・t＋ 1

（
一

・。 〈 n
’

≦ n
− 1）に も依存す る フ ィ ル ター型 CA に お い て ， 際立 っ て ソ

　　　　　 リ トン パ ター ン が 現れ る こ とを示 して い る ［14］．また，Fokas ら は 発展規則 と

　 　　 　　 し て

　 　 　 　 　 　 r 　　　　　　　 ア−1
　　 Unt

＋ 1
≡ Σ 麟 ＋厂 Σ 麟 斗 ＋j

　 　 　 　 　 　 ゴ≡0　　 　　　 ゴ≡〇

　　　　　　十 max ［蘰 土｝，協 斗 ＋ 1，

…
， 踊 tl，　Unt ，麟 ＋ 1，

…
，編 ＋ r ］ （mQd 　2）

の 形の もの を考 え，適 当な初期値の もと で ソ リ トン的 な解が 存在す る こ と を示

した［3］．しか しなが ら， これ らの CA が そうした解 を もっ 理 由に っ い て は明

らか で は な く， また ソ リ トン的な振る舞 い をする パ タ ーン は ご く限 られ た初期

条件の もの に 限 られ て い た．一
方，Bruschiらは， ソ リ トン 解の 構成は代数的

な操作の みで行な える こ とに注目し，対応す る線形方程式系（Lax 形式）を有
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限体．ヒで 考え る こ と に よ っ て 「可積分」CA を構成 した ［1］，［2］．こ の 場合 ， も

と も と実数体上 で 可積分 な離散方程式 を有限体上 の 方程式 と読 み替 える こ と に

な る．したが っ て，構成方法か ら明 らか に 無限個の保存量 を もつ ．連続的な非

線形方程式 と の対応 も明確 で ある．た だ し ， 得られ るパ タ
ー

ン は， コ ヒー レ ン

トな構造は もつ も の の ，粒 子的 な孤立波 （＝ ソ リ トン）の 性格 は もっ て い る よ う

には見えな い ．も とも と の ソ リ トン 解は有限体上 で 閉 じて い ず ， 方程式 は変 わ

っ て い ない た め，「有限体上で の ソ リ トン 解」が構成で きな い も の と考え られ る ．

　 こ れ ら の CA に対 し て ，1990 年に 高橋 と薩摩が 提案し た もの （以下 ソ リ トン

CA と呼ぶ ）は ， 無限遠方で 0 とい う境界条件 の も とで ， 「す べ て の パ タ
ー

ン が

ソ リ トン的 に な る」 と い う著 しい 性質 を もっ て い る［18］，［19］．こ の セ ル オ
ー

ト

マ トン は O
，
　1の 二 値 の み をと る空間 1次元系で あ り，その時間発展の 規則は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n −1　 　　　 　　 n −1

　　　　U ・

・＋ ・

　一 ｛1魏
お よび 潔 〉 翠

1
の と

  ・

で 与 え られ る．先 に触 れ た Fokas た ち の CA は有 限個 の 近距離相互作用 を も

つ の に対 して，ソ リ トン CA で は無限の長距離相互 作用を もつ 点が大 きな特徴

で ある．

　こ の 時間発展規則は ， 次 の 簡単な操作を時刻 t の 0
，
1 列に 施 し て 時刻 t＋ 1

の 0
，
1 列 を得 る こ と と等価で ある．

　 1，すべ て の 1 をただ
一

度だ け動か す．

　2．まず，一
番左 に あ る 1 を そ の 右の 最 も近 い 0 と入れ替え る．

　3．次に ，残 りの 1 の うち最 も左 に ある 1 をそ の 右の 最も近 い 0 と入 れ替え る．

　4．以 上 の 操作をす べ て の 1を動か し終え るまで続ける．

　図 1 に時間発展の例を示 す．1の か た ま りを孤立波，そ の 長さ を波の 振幅 と

み る と ， （i）振幅の大 きい もの ほ ど速 く進 み ，   衝突の前後で位相はずれ るが

振幅は変わ らな い ，こ とが わ か る．こ れ はまさ に ソ リ トン で ある．こ の CA は，

N ソ リトン状態 ， 無 限個 の 保存量 を もっ て い る．実 はす べ て の 状態が ソ リ ト

ン か ら構成 さ れ て い る こ と もわ か る．そ の 意味で ，純粋に 「ソ リ ト ン セ ル オ ー

トマ トン 」 と呼ん で もい い CA であ る．

　ソ リ トン CA が無限個 の保存量 を も っ て い る こ とは容易 に示 す こ とがで きる．

た と えば ， ある時刻で 次の 状態 で ある とす る．

t

畢

．．0  1111       11  〔〕1  〔〕              0の          0      。．

．．∈〕        〔〕111  Ol1  11      〔〕      0      0            ，．

．．            00011    1    1111                の          ．．

．．        の            11  10（〕      1111  〔〕    の          ．．

，．                          1  11              1111            ．．

．．の            0  0        1    11  の            〔〕1111    ．．

　　　　図 1　ソ リトン CA の 時間発展
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… OOOIIIIOOIIOIIIOOOIOIOIIOOOOO…

　 た だし
‘10’

と い う並 び に 下線が 引 い て あ り，そ の 個数 は 6 で ある．こ こ で そ

れ らの
‘10Jを除 くと，

　　　　　　　　　　　　… 00011101110010000…

と い うパ ターン が現れ る．やは り
‘10’

の 個数 を数 える と ， 3 で あ る こ とが わか

る．さ らに ， こ の
CIO ’

を除 くと ，

　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 … 00011110000…

で あ り，
‘10’

は 1 個存在する．以下， こ の 操作を繰 り返す こ と に よ り得られ る

‘10’

の 数 を並 べ る と ， ｛6，
　3

，
1，1，1，

1
，
0，0，…｝（0 は存在 しな い とい う意味）とい う

数列が得 られ る． こ れ は非増加数列で あ り，か つ 時刻 と とも に変化 しな い ．実

際，次の時刻の パ タ
ー

ン は

　 　 　　 　 　 　 　
… 00000001100100011101010011111000…

で あるが ，や は り同 じ数列 が 得 られ る こ と がす ぐに わ か る．したが っ て ，こ の

半無限列 の各要素 は保存量 で あ り， 保存量 は加算無 限個存在す る こ とに なるの

で ある．

　 こ の ソ リ トン CA は ，
　 Bruschiらの もの の よ うに可積 分な 方程式か ら出発 し

て構成 され た もの で は な い ．で は，なぜ こ の CA が こ の よ うな際立 っ た ソ リ ト

ン 性 をもつ の で あろ うか 〜　 そ の 理 由に つ い て は次章で 述 べ る こ とと して ， こ

こ で は 2 つ の 重要な CA の 拡張を挙げる こ と に す る．一
っ は，現在 「箱と 玉 の

系」［ユ9］，［16］と呼ばれ て い る もので ある．こ の系は最近，量子 可積分系 との関係

が 見 い だ され活発 に研究 が な されて い る。 もう
一

つ は戸 田型 CA ［20］と呼 ばれ

る もの で ， 戸 田方程式 に良 く似た性質 をもつ ．こ の CA の発見が 次章で 述べ る

「超離散極限」 を生 み 出す直接の 契機 を与 えた の で ある ，

　箱 と玉 の 系 とは ， ソ リトン CA に お い て ， 0，1 と い う数 を 「箱 の 中の 玉 の個

数」 と読み替えた も の で あ る．つ ま り，一
列に 並 んだ無限個 の 箱の 中を有限個

の玉 が 運動する力学系 とみ なすの で ある （図 2）．こ の よ うに解釈 し直す こ とに

よ っ て ， 新た に 2 つ の 自由度 を導入 で き る．
一

つ は，箱の容量で あり，もう一

っ は玉 の 種類で あ る．〃 種類の 玉 が存在 す る とき ， そ の 玉 を 1〜 M の 自然数

で 区別 し，時間発展 の規則 を書き下す と次の よ う に な る．

t ：：：

↓
　 ：：：

　 ：：：

　 ：：：

一
一 一

一

図 2　箱と玉 の 系．空き箱が 0 に 玉 の 入 っ た箱が 1 に対応 して い る．
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　1．すべ て の 玉 をただ
一
度だ け動か す．

　2．まず，一
番左に ある番号 1 の玉 をそ の右の 最 も近 い 空 きの あ る箱 に移す．

　3．次に，残 りの 番号 1 の 玉の うち最 も左 に ある もの をそ の 右の 最も近 い 空

　 き の ある箱 に 移す．

　4．以上 の操作 をすべ て の 番号 1 の 玉 を動か し終 える まで続 ける．

　5．次に，番号 2 の 玉 に つ い て 以上 と同 じ操作 を行 う．

　6．以下 ， 3，4，…，M の 玉 に つ い て順次 こ の 操作 を繰 り返す．

　 こ の よ うに 拡張 して も玉 の 動き はや は り ソ リ トン 的 とな る ．ただ し，玉 の 種

類を増 した系で は， ソ リ トン を構成する玉 の 種類 が衝突の 前後で 複雑に 入れ替

わ る性質をもっ ．

　戸田型 CA は数年前高橋 と松木平 に よ り提案された もの で ，

　　　　　　 unt
＋ i− 2unt十 u 。

t−1 ＝ max ［轟 ＋ 1，1］− 2max ［轟 ，1】

　　　　　　　　　　　　　　　　 ＋ max 隔 一、』 　 　 　 　 　 　 （5）

で 与 えられ る発展系で ある ．［20］で は，数値計算に よ り，適当な初期条件の も

とで ソ リトン的 なパ ターン を生 じる こ とが示 されて い る．ただ し， u 。

t
は ， 0

，

1 の 2値 だ けで はな く，

一
般 に す べ て の 整数値 を と り得 る．戸 田型 CA とい う

名前の 由来は ，上 式 と戸田 方程式  と の 著 し い 類似性 に あ る．実際， こ の

CA は （2）に お い て，時間微分 を中心差分 に 置 き換 え，　 exp 　u を 皿 ax ［u ，
1］に

置き換え た もの に な っ て い る．す な わ ち，（5）式は CA と微分方程式 と の 対応

関係 を考 える上で きわ めて都合の良い （max とい う操作 とソ リ トン に特有な指

数関数 と の対応が 良 く見 え る）形 を与 えて お り， さ らに ， 従属変数が 離散値 の

み を とる こ とを可能 に して い る の で ある．典型的な可積分方程式 で ある戸田方

程式 と（5）式 の 類似性 は ， CA が ソ リ トン 的な解を もつ こ と と決 して無縁 で な

い ．次章で述 べ る よ う に密接な関係が存在す る の で あ る．

3　ソ リ トン方程式の 超離散化

　　　　　　戸田方程式 （2）の可積 分性 を保 っ た ま ま時間を離散化 した式 が広 田 に よ っ て

　　　　　与 えられ て い る［7］．（「可積分性 を保 つ 」離散化 に つ い て は文献 ［6］や ［9］を参

　　　　　 照．）そ の 方程式 は

　　　　　　　　　　　　 Vnt
＋ 1− 2Vnt十 Vnt

一且 ＝ 109［δ
一
トexp （vS ＋1）］

　　　　　　　　　　　　　
− 2109［δ十exp （vnt）］十lo9［δ十exp （vn＿lt）］　　　　　　 （6）

　　　　　 とい う表現 を も っ て い る．こ の形か ら（5）との対応を思 い つ くの は難 し くは な

　　　　　 い で あろ う．ヒ ン トに な るの は，任意 の実数 α，x に つ い て 成 り立 つ 次の簡単

　　　　　 な恒等式 で ある．

　　　　　　　　 limε Io9（eat
ε

十 eX ／e
）＝ max ［a ，　x ］　　　　　　　 （7）

　 　 　 　 　 　 　 　 e −←十〇

こ の 式は ， 解析 的な函数の 極限が max と い う解析性 を破 っ た 函数 に な る こ

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



The Japan Society for Industrial and Applied Mathematics

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Soolety 　for 　工ndustrlal 　and 　 Applled 　 Mathematlos

50 応 　用　数　理 ［242 ］

とを示 し ， （5）と （6）と の 関係を明 らか に し て い る．実際，δ＝exp （11ε）とお い

て ， π 。

t
≡ lim　EV ．

‘
とすれば ， （6）は形式 的に 戸田型 CA （5）と

一
致す る．そ れ

　 　 　 　 e −＋ e

ばか りで な く，（6）の 解 も ε に 依存す る の で （v 。

t＝v 。

t
（ε）），極限 π ノが 存在す

れば ， それが （5）を満た す こ とは明 らか で あ る．こ う して ，連続的な値を とる

離散方程式か ら離散的な値の み を と る CA とそ の 解を系統的 に作 り出す手法が

見 い だ され た［21］，［8］． こ の 手法 を使 う と，微分方程式か ら（
一

意的で は な い

が ）それ に対応す る CA を導 くこ とが で き るの み な らず，同時に その CA の 解

も構成で きる の で あ る，た とえ ば KdV 方程式 （1）の離散版 を考 え，超 離散極

限をと っ て 従属変数 ま で 離散化 したす る と，2章 で紹介 した ソ リ トン で CA （4）

とそ の ソ リ トン 解が得 られ る．こ の手法 は，B ．　Grammaticos に よ っ て ，超 離

散化 （ultra−discretization）と名付 け られた．

　 可積分方程 式の 数理構造 を明 らか に した
一

般理論 と し て い わゆ る佐藤理論

（KP 階層 の 理論）が ある．1章で 紹介 した広田 ・三 輪方程式 （3）は こ の 理論の 要

の
一

っ とい っ て もよ い ．「箱 と玉 の 系」に お い て 箱の 容量が 場所 ごと に 異 な る

こ とを許す拡張版を考え よ う． こ れ は （3）で δが 麗 に依存す る と した 非自律離

散 KP 方程式，

　　　　 一
δ。 τ（♂

− 1
，
　m ，

　n ）τ（1，
　m − 1

， n
− 1）＋（1＋δn ）τ（1， m

− 1
，
　n ）

　　　　　 ・　τ（1− 1
，
m ，　n

− 1）一τ（1，
　m ，尹z− 1）τ（1− 1

，
　m − 1

，
　n）＝ 0　　　　（8）

の超離散極限 と して 得 られ るもの で ある［22］．まず （8）に お い て ， τ（1，
m

，
　n ）に

　　　　　　　　　　 τ（1，
m

，
　n ）＝ 　τ（1

一
ル望

「

，
　m

− 1
，
　n）　　　　　　　　　　　　　　（9）

の 条件 を課す．た だ し M は与 え られた 自然数で ある．こ こ で ， σ，

π
≡

臨 聯 。。， n

とお くと， 　（8）は

　　　　　　 （1十 δπ ）σ謬二毒σぎ＋ 1
一

σ蟹irf−M σ塁冒 一
δn σ登一擢 σぎ＃ ＝ 0　　　　　　（10）

の双 線形方程式 にな る．一方，箱 と 玉 の 拡張系 で η 番 目（
一

。 Q 〈 n ＜ 。 Q ）の箱

の 容量 を θ． で表 し ， また玉 が M 種類存在 す る と し て それ らを整数指標 ノ（1≦

ノ≦ M ）で 区別す る こ と とす る ．時刻 t に お い て n 番 目の 箱 の 中 に ある 指標 ブ

を もっ 玉 の個数 を 麟 ， 」 と書 くと ， そ の 時間発展規則 は

疏 ・
− m ・・ ［

n −1 　 　 　 　 刀
一l 　 　 　 　 　 」

−1 　 　 　 M

Σ 城 ｝
一 Σ 齢 り ，

θゼ Σ 轟 r Σ 碗 ｝
n’＝一。・　 　 n’≡一。・　 　 　 　 J

”一正　 　 」
厂一」 ］

と表され る．さ ら に YnS（s ≡ Mt 十ノ）を

陪 聴 ・一乳（
M 　 　 　 　 　 　 　 oo 　 　 M

Σ　bls・．j・＋ Σ Σ 編ろ〆

」
V ．j　 　 　 　 t’＝t ＋ l 」

厂＝1 ）
と定義 する と ， （11）式 は ，

　　　　　臨
副

＋ 瑞 ず 一 max ［聯 ＋ ｝
z

唱
一
凧 y 斜 ＋ Y 。

S−M 一
θ。 ］

（11）

（12）

とな る．この 式は，δ。＝ exp ［
一

　e。1E］として，（10）を超離散化 した もの に等 し

い ．非 自律離散 KP 方程式 の ソ リ トン 解が箱 と玉 の 系の ソ リ トン 的な パ ター ン

を与え る こ と も戸田型 CA 同様 に示 す こ とが で き る．
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　なお箱 と玉 の系 に は， もう一
つ の重要な ソ リ ト ン 方程式一

戸田分子方程式
一
が

附随 し て い る こ とを注意 し て お こ う［10］．すなわ ち，O 。

Mt ＋」

を時刻 t に お い て

n 番目の 「ソ リ トン 」に含 まれ る指標 ノの 玉 の 個数 ， E 諮
＋ゴ

を ノ番目の 玉 を動

か した後の n 番 目と n ＋ 1番 目の ソ リ トン の 間の 間隔 と した とき ， 箱 と玉 の系

は

Q・

・ ＋ M − m ・・ ［無 一冒斜 邵 ］， （n − ・，・2，…，
N ）， （13）

　　　　　EnStl＝ QZ＋ユ＋ E 。

ε 一Q 。

s ＋ M
　（n ＝1

，
2

，

…
，
　N ），　　　　　 （14）

と書かれ る．た だ し，EeS＝Eノ＝0 で ある．こ れ は ， 拡張された 戸 田分子方程

式，

　　　　　　　　∫nS
＋ M ＝ InS十 VnS− y 舞t生　（n ＝ 1

，
2

，

・。曾
，
　N ）　　　　　　　　　（15）

　　　　　　　　V・

・ ＋・ − 1
黔 （n − 1，2，

…
，
N − ・）　 　 （16）

の 超離散極限で 得 られ る もの で ある，こ の結果 を用 い る と ， 箱 と玉の系が ソ リ

トン 的に 振る舞 うこ と，無限個の保存量が 存在す る こ と ， 散乱行列 が Yang −

Baxter関係式 を満たす こ とな どを証明で きる［23］．

　最後に，最近急速に研究が進展し て い る箱 と玉 の 系 と可積分格子模型の 関係

に っ い て触れ て お く．容量 1の 箱 と玉 の 系に お い て 二 つ の ソ リトン はそ の構成

要素に 注 目す る と，た とえ ば ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 113345一
ト245 −一→ 135十123445

の よ うに 散乱 され る ．山田 と国場 は，こ の振 る舞 い が A 型 の結晶基底 に対 す

る組 み合せ 論的 R 行列 の作用 に 等 し い こ とを指摘 した［28］． また ， 樋上 らは ，

量 子化 され た Lotka−Volterra方 程式 （Bogoyavlensky方程式）か ら構成 さ れ

る可解格子模型 に お い て，変形 パ ラ メ ータ q を 0 に とっ た極限で 許 され る状

態が箱 と玉 の系の時聞発展パ タ
ーン に

一
致 す る こ とを示 した ［5］．この結果 は，

絶対零度にお け る可解格子 模型 の （適当な境界条件にお け る）基底状態が （可積

分な）CA パ タ
ーン を与 えた点 で 重要で あ る．彼 らは こ の CA を得る手法 を結

晶化 （crystallization ）と呼ん で い る．さ ら に ， 幡山 らは容量 1 の 箱 と 玉 の 系が

A 型 の組 み合せ 論的 R 行列か ら構成 さ れ る 2 次元格 子系の 基底状 態 に
一

致す

る こ とを示す と と も に ， a 岱ne 型 を含 む
一

般の Lie環 に拡張 し ，
　 T −

system な

ど との 関係に つ い て 議論 して い る［4］．こ う した研究の 蓄積に よ り，箱 と玉 の

系の背後にある よ り大 きな数理構造 が明 らか にな る 日 も近 い と思わ れ る．

4　非可積分系へ の 応用

　　 　　　　これまで 超離散極限の方法 を用 い て 可積分で ある ソ リトン 方程式 に対応 す る

　　　　　CA が存在す る こ とを示 し て きた．こ の 手法 はよ り広い クラ ス の 系 に適用可能

　　　　　で あろ うか．ポ イ ン トとな るの は超離散極限で ある．適当な形の 完全離散 （偏
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差分）方程式が与えられれば超離散系が得 られ る し ， 連続化 を行 うこ と に よ っ

て微分方程式 も得 られ る．また ， い くつ か の仮定 の 下で 逆超離散化 もで き る．

すな わ ち，CA に対応す る完全離散系 を構成 で き，さ らに 連続極 限 をと っ て や

は り対応 す る微分方程式 を作 る こ と もで き る．Wolfram の 提出 した CA の 9

番目の 問題 に 一
定の 解を与え る こ とが で き る の で ある ．こ こ で は ソ リ ト ン 方程

式以外 の例 を紹介 して お くこ とに し よ う．

　まず非線形拡散 系へ の 適用で ある．西成 と高橋 は Burgers方程式，

　　　　　　　　　　　　誓一・礎 ・ 券， 　 　 （17）

を超離散化 し て対応す る CA を導出し，交通渋滞の解析に その結果 を適用 した

［11］， ［12］．彼 らは まず Cole−Hopf 変 換，　 u ＝f。！f， で （17）を線形化 した 式 ，　 ft
＝・fu，を差分化 し ， 完全離散方程式 ，

　　　　　　　u ・
・＋・ − us −・

（
（1− 2δ）Un

’

！c 十 δ（1一トza毒＋ iUnt ！c2）
1− 2δ）eri− i！c 十 δ（1−t−uS −iUnt！c2）　 （・8）

を得て い る． こ こ で 小さ な変数 ε を導入 し て ， u 。
t

＝ exp （U。
t
！ε）， （1− 2δ）ノ（cδ）

＝＝exp ← M1 ε），
11c2＝exp ← L1ε）の 変換 を施 し ， ε→ ＋ 0 の超離散化 を行 っ て

得られ る の が ，

　　　　　　 U 。

t＋ 1　・＝UA．、＋ max ［0，
　U 。

‘− M
，
　UE ＋ 1 ＋ σA．，

− L］

　　　　　　　　　　− max ［0，
　un．一 M

，
　U 毳．、＋ U 。

‘− L］　 　 　 （19）

の CA で あ る．彼 らは こ の CA を用い た計算 に お い て ， 非渋滞相か ら渋滞相 へ

の移行で オーバ ーシ ュ
ー トする状 況 を実現 して い る．

　西成 と高橋が提案 した CA は ， 特別 な場合 に （L ＝　M ＝1の と き），
　 Wolfraln

の ECA の うち の
一

つ ，ル ール 184に
一

致 する．こ の 例の よう な対応関係は，

実は他の ECA に つ い て も考え る こ とがで きる．い くつ か の試み が既に行わ れ

て い るが匚17］， こ こ で は野辺に よる結果 を紹介 して お こ う［13］．

　ECA の 時間発展を与 え る函数 曜
＋ i

・ ・ F （
　 　 t　 　 t　 　 　 　 t
Un

，
u π ＋ 1，

　Uh −−1）に ，

　　　　　　 R ＝ Σ F （uA −
、，
　u 。

t
，
　uA ＋、）・222

・曠一1＋ 21・”・t＋ 2°・醜 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 暘一i．Unt ，ul ＋1

の規則で番号 R を つ け る．す る と ECA の 全体は ｛F2・，　F2i，…，　F27｝を生 成元 と

す る Z2一加群 と見 な せ る． こ の Z2一加群は，集合 S − ｛uS −1，％ ノ，　uE ＋ 、｝に 演算

max を導入す る こ とによ り，自然に Z一加群の 中に埋め込 まれ る．す なわ ち，

ル
ー

ル 番号 R が 偶数の もの （EECA と呼ぶ こ と に す る）は ， 集合 S に 演算

max を導入 して得 られ る半群 か ら生成 され る Z一加群の元 として
一意的 に表す

こ と が 可 能で あ る．奇数 ル ール の ECA は適 当 な変換 に よ り偶 数 ル ール の

ECA と 1対 1の 対 応 関係 を つ け る こ とが で き る の で ， 偶数 ル ール の ECA

（EECA ）の み 考察 すれ ば よ い ．集合 S ＝ ｛麟 一1
，
　u 。

t
，
轟 ＋ 1｝か ら演算 max を積

とす る位tw　23− 1− 7 の 可換な半群を
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　　　　 H − ｛US −
、，碗 ％ 乱． 1，　maX （UA ．1，協），　max （US −

、，
　US ． 、），

　　　　　　　max （U 。

’

，
　uS ． 、），　max 鰄 ．、，蝋 磁 ． 、）｝

と し ， こ れ か ら得られ る Z一加群，

　　　　G − ｛OIG − aiui ．
、＋ α，U 。

t
＋ a ，編 ． 、

　　　　　　 ＋ α、 max （鍼 ．、，
　za．

t
）＋ a 、　max （uS ．］，uA ． 、）

　　　　　　 十 a6 ・max （Unt ， 繊 ＋ L）十 a7　max （麟 一1，
　Unt ， 磁 ＋ 1），α i∈ Z｝．

を考 え る ，EECA を Z2一加群 と み た と き の 基底は Z一加群 G の 元 と して
一

意

に 表現可能で ある．こ うした事実 は 3近傍 2値 の CA だけで な く，もっ と
一般

的な CA に っ い て も成 り立 つ ．

　以上 の 準備の も とで ，各 EECA に 微分方程式を対応づ ける．次の 操作 を逆

超離散極限 と呼ぶ こ とに し よう．

　　　 max （xl ，

…，xn）＝＝⇒ ε log｛Cl　exp （xl！ε）十…十 Cn　exp （xn ！ε）｝

た だ し， C ，（i＝1
，
2

，

…
，
　n ）は適 当な正 定数で ある．　 Z一加群 G の 元 と し て 表 さ

れ て い る EECA に こ の逆超離散 を施す と，差分 方程式，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a4 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ら

　　eo… C、C ，C3ea’Ye α 2uea3 σ

（C、ela41v ＋ C 、el
“‘1u

）1・ ・1（C 、e
］asLU

＋　C7elaEIU）函

　　　　 x （C，el
・ ・1σ

＋ C 、ela
・1ぴ）畚 （C ，。・

1・ ・1々 ＋ C 、、ela
・1・

＋ C 、2ei
・ ・1ら傷 （20）

が 得られ る ．た だ し，・U ≡ 　U 。

t
，
σ ≡ 硯

＋ 1
，
σ ≡ σ危 ，

　U ≡ UA ＋ 、 で あ る ． こ う

し て 導 い た差分方程 式に連続極限 を施す こ と に よ り以下の 結果 が得 られ る．番

号 R ≧ 128の EECA に 対応す る微分方程式 は波動 方程 式 ， 拡 散方程式 ，
　 Bur・

gers 方程式の い ずれ か で ある．また ，　 R ＜ 128の EECA に対応す る微分方程

式 は，それ らに e
−u − 1

，

− eV 十 1 などの項が加 わ っ た もの に限 られ る．

　以上 ， ECA か ら微分方程式 を構成 する
一

つ の 方法 を紹介 した，得 られた微

分 方程式は ECA が もつ 解の もっ と も基本的な振 る舞い を反映 した も の に な っ

て い る． しか し ，
い くつ か の ECA の 解が 示 す よ うな 自己相似構 造 は微分方程

式 で は
一

切見 られ な い ．連続近似の も とで は解 はな め らか に な り ， そ の よ うな

構造は消え て し ま うの で ある．それ に対し ， 数値計算に よる と，得 られた差分

方程式の 解は セ ル オ
ー

トマ トン 同様自己相似構造 を示 して い る．今後，CA と

微分方程式を結ぶ 差分方程式す なわ ち完全離散方程式の数学的構造を調べ る こ

とが重要で あ り， その こ とに よ っ て両者の関係 が より一層明 らか にな る こ とを

期待 して い る．
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　Cellular　automata 　exhibiting 　solitonical 　behavior　are 　discussed．　 Then　it
is　shown 　that．　such 　cellular 　automata 　are 　directly　related 　to　a　class 　of

nonlinear 　 wave 　 equations 　by　 means 　of 　 the　 technique　 of
“

ultradiscretiza −

tion”

．　 Mathematical　meaning 　and 　applications 　to　other 　equations 　of　the

technique　are 　also 　mentioned ，
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