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モデル選択の評価規準に予測平方和 (PSS)

を 用 い る 改 良 形GMDH†

田 村 坦 之 ＊・近 藤 正 ＊

Revised GMDH Algorithm Using Prediction Sum of Squares (PSS) as

a Criterion for Model Selection

Hiroyuki TAMURA* and Tadashi KONDO*

In this paper, a revised GMDH (Group
Method of Data Handling) algorithm is de-
veloped in which we do not require to divide
available data into two groups; training data
and checking data. In this algorithm, all the
data can be used not only as the training data
but as the checking data, that is, the Prediction
Sum of Squares (PSS) calculated from all the
data is used as a criterion for selecting inter-
mediate variables and for stopping the multi-
layered calculation. Therefore, the identified
results do not depend on the heuristics of
dividing the data into two groups. Furthermore,
the revised GMDH developed in this paper
automatically generates optimal partial poly-
nomials in each selection layer. The revised
GMDH, therefore, has flexibility much better
than that of the basic GMDH in constructing
a complete polynomial. The revised GMDH
algorithm is applied to a simple illustrative
example and compared with the result obtained
by the basic GMDH algorithm.

1. ま え が き

近年, システムの入出力データを もとに して, 複

雑なシステムのモデル 化を行 う一手法としてGMDH

(Group Method of Data Handling)1)～5)が注目されて

いる. これまでに提案されているGMDHで は, 原デ

ータを トレーニ ングデータとチェッキングデータの2

組 に分割し, 点トレーニングデータを用いて部分表現式

に含まれるパラメータの推定を行い, チ ェッキングデ

ータを用いて中間変数の自己選択および多層構造の層

の打切りを行っている. このように, 分割 された2組

のデータを用いる場合, 部分表現式を積み重ねて構成

されるシステムの完全表現式は, 原 データの分割方法

あるいは分割の割合によって大き く果なる可能性があ

る. さ らに, 原データ全体の情報を一度に有効に使用

できないため, 原データの全体に対して一様によくあ

てはまる完全表現式を構成することができない. 重回

帰分析では, 予測式を構成する説明変数の選択の評価

規準として, 予測平方和 (Prediction Sum of Squates,

PSS), 2乗 平均予測誤差 (Mean Square Error of

Prediction, MSEP), 情報量規準AICな どを用いる

ことが提案されている6),7). GMDHの アルゴリズム

において, 最適な部分表現式の自己選択3)～5), 中間変

数の自己選択, 多層構造の層の打切りなどにこれらの

評価規準を用いると, 原 データの分割を行わずに, す

べてのデータを用いて予測誤差を評価 し, これを最小

にするモデルの構造とパラメータを見つけ出す改良形

GMDHを 構成することができる.

本論文では, 予測平方和 (PSS) を 用 いる 改良 形

GMDHの アルゴリズムを議論する. そして, この改

良形GMDHを 簡単な同定問題に適用し, Basic GMDH

に よって得られた結果と比較することによりその有効

性を確かめる.

2. Basic GMDH

システムの完全表現式として, Kolmogorov-Gabor

の多項式

φ=a0+∑iaixi+∑i∑jaiajxixj+… (1)

を 想 定 す る. この シス テ ム の 部分 表 現 式 と して, 2変

数 の2次 多項 式

yk=b0+b1xi+b2xj+b3xixj+b4xi2+b5xj2

(2)

を 用 い るGMDHを Basid GMDH1),2)と 呼 ぶ. この

Basic GMDHで は,
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(i) 構成 されるシステムの完全表現式に含まれる

変数が非常に多 くなる.

(ii) 部分表現式を構成する際に, ill-condition を

起す組合せが数多 く発生し, これ らの組合せを選択

することができない.

(iii) 少 ない通過層で完全表現式の次数が大き くな

るため, 多数の入力変数を含み, しか も, 比 較的次

数の低い多項式 で表 され るシステムは同定できな

い.

といったかずかずの欠点を含んでいる.

3. 予 測 平方和 (PSS) を 用 いた改 良形GMDH

予測 平方和 (Prediction Sum of Squares, PSS)6)は

次式によって定義される.

PSS=∑nα=1(zα-zα ＊)2 (3)

ただし.

z＊=b0α+∑mi=1biαxi, α=1,2,…,n (4)

ここで, nは デー タの個数, zαは 目的変数の α番 目

の観測値, zα＊はα番 目のデータを除いた (n-1) 組

のデータを用いて得 られる重回帰式(4)か ら計鼻 され

るzαの 回帰推定値である. (4)式 の偏回帰係数biα

(i=1,2,…,m) は αに依存しているため, PSSを 求 め

るためには, n回 重 回帰分析を繰返す必要がある. こ

のため, デー タの個数nが 大き くなると, 計算量が大

幅に増加する. しかし, 奥野氏らが(3), (4)式 を代

数的に変換す るこ とに よって導出したつぎの (5),

(6)式 を用いると, n組 のすべてのデータを用いて

重回帰分析を1度 行 うだけで (3) 式 と同値のPSS

を計算することができる6).

PSS=∑n
α=1(zα-zα/1-xαT(XTX)-1xα)2 (5)

ただし,

z=b0+∑mi=1bixi (6)

xαT=(1,x1α,x2α,…xmα), α=1,2,…,n

XT=[x1,x2,…,xn]

ここで, zαはn組 のすべてのデータを用いて得られ

る重回帰式(6)か ら計算されるzαの 回帰推定値であ

る. (5)式 を用いることにより, デー タの個数nが 大

きくなった場合にも少ない計算量でPSSを 計算する

ことができる. PSSを 用いた改良形GMDHの アルゴ

リズムは, つ ぎの三つの部分によって構成することが

できる. ここで, デー タはn個 あるものとする.

3.1 最適な部分表現式の自己選択

部分表現式に含 まれ る変数の組合せを選択する場

合, xi, xj, xi・xj, xi2, xj2の5変 数の31通 りの組合

せが考えられる. こ こでは, この中で予測誤差を最も

小さくする組合せを選択す るた めの規準としてPSS

を用いる.

(2)式 に, PSSを 用 いた変数の逐次選択法を適用し,

最適な部分表現式を自己選択する. 変数の逐次選択法

としては変数増減法6)を用いる.

まず, (2)式 に対応した正規方程式,

(XTX)B=XTY (7)

か ら, つ ぎの行列

(8)

n n n n

E1Exia...x2jya
a=1 a=1 a=1 a=1

n n n n
xiax2ia E xiax2ja E yaia

a=1 a=1 a=1 a=1
n n n n

xja xjacxia ....x3ja yaXja
a=1 a=1 a=1 a=1I

XTX; XT Y j n n n n '
1=E xiaxja,x =,xja....xix3ja Jaxiaxja

YTx YT Y OT a=1 a=1 a=1; a=1
n n n n

X2i a X a ... x2i ax2ja Jax2i a
a=1 a=1 a=1 a=1

n n n n
x2ja E x2jax{a ... x4ja 2Jax2ja

a=1 a=1 a=1 a=1

n n n n
2Ja JaX is ... yax2ja E ya2 OT

a=1 a=1 a=1 a=1

(8)

を作る. ただ し, B=[b0,b1,…,b5]Tは 未知パラメー

タからなる6次 元ベ クトル, Yは 原データの出力変数

か らなるn次 元ベクトル, Xは(n×6)の 計画行列で

ある. 行列(8)の 第7行 は残差平方和(Residual Sum

of Squares, RSS)を 計算するためにつけ加えたもので

ある. 行列 (8) を用 いて変数増減法を行う. た とえ
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ば, (2)式 のm番 目の変数を部分表現式の中に取込む

場合には, 行列(8)に Gauss-Jordan の 消去法を適用

し, 第m列 目の非対角要素を消去する. 逆 にm番 目の

変数を部分表現式の外に取出す場合には, 第(m+7)

列 目の非対角要素を Gauss-Jordan の消去法を用いて

消去する. これ らの操作を交互に繰返いて, PSSを 最

も小さくする変数を逐次部分表現式の中に取込む. そ

して, PSSを 最小にする変数の組合せを選択し最適な

部分表現式を構成する. Fig. 1に, この ようにして

構成 される部分表現式と4種 類の中間変数の発生器を

示す. 中間変数の発生器G1, G2で は二つの変数の組

合せが 行われ, G1, G3で は次数の増加が行われる.

G4は 前層と同じ中間変数を発生する.

3.2 中 間変数の自己選択

自己選択された最適な部分表現式によって発生され

る中間変数に対してPSSの 値の小さいものをL個 自

己選択する. ここで, 各選択層ではPSSの 値が減少

する中間変数のみを発生しているため, 中問変数の選

択個数Lは なるべ く大きく とる ことが望ましい. ま

た, 各選択層では, 部分表現式の自己選択を行ってい

るため, い くつかの層を通過すると, 出力変数に対し

てある程度の説明能力をもち, 出力変数と類似した特

性をもった中間変数が現れはじめる. これ により, 同

一 の中間変数が発生する割合が高くなり, 異 な った特

性をもつ中間変数の個数が次第に減少して くる. こ の

場合, 同一 の中間変数は一つのみを考慮する. この操

作を続けると, 変数の組合せおよび次数の増加が次第

に行われな くなり, これに伴って発生器G4の 個数が

増加して くる.

3.3 多層構造の層の打切 り

各選択層において, 自己選択された部分表現式の発

生器がすべてG4に な ったとき層の積重ねを打ち切

る, これは, さらに層を通過させても変数の組合せお

よび次数の増加が 行われ ず, 同一 の中間変数を発生

し, PSSの 値が改善されなくなるためである.

3.4 予測値の計算

システムの完全表現式は, 最終層に残った中間変数

の個数だけ構成することができる. このため, 予測値

はこれらの完全表現式によって計算される値の重みつ

き平均値として求める. 最終層に残ったi番 目の中間

変数に対する重みwiは,

wi=1/PSSi/Σlj=11/PSSj (i=1,2,…,l) (9)

によって計算する. ここで, lは 最終層に残った中間

変数の個数, PSSiはi番 目の中間変数に対するPSS

の値を表している. ここで, 最終層に残ったl個 の完

全表現式を用いて予測を行うときに, l個 の予測値の

バラツキ具合を調べることにより, 従来のGMDHで

問題 となっていた異常な予測値を検出することが可能

となり, このような予測値を除去することにより安定

な予測を行 うことができる.

以 上によって構成される改良形GMDHの ブロック

図をFig. 2に 示す. 従来のGMDHでは, 原データ

の分割比, 中間変数の選択個数などのしきい値を含ん

でお り, これ らの値の最適化を行うためにかなりの量

の繰返し計算を必要とした. 改良形GMDHで は, こ

れ らのしきい値を含まないため, 繰 返 し計算を行 う必

要はない.

Fig. 1 Generators of intermediate variables

Fig. 2 Block diagram of the revised GMDH

I: Self-selection of intermediate variables

G1, G2, G3 Generators of the optimal partial polynomials

Table 1 Input data in the interpolation points
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4. 簡 単 な同定 問題へ の適用

入出力関係式は次式で表 されるものとする.

φ=(0.1+0.2x1+0.3x2+0.4x3)2 (10)

入力変数として, x1～x4の4変 数を用いる. 同定に

用いる入力データ として, Table 1に 示す13個 のデ

ータを用いる. 同定 されたモデルの評価 を行 うた め

に, Table 2に 示す10個 のデータを用いる. まず 初

めに, Basic GMDHに よる数値実験結果を示す.

<Basic GMDH>

○中 間変数

チェッキングデータに対する2乗 平均誤差が小さい

変数を4個選択する.
○補間点

Table 1の13個 のデータを用いる. トレーニ ング

データとチェッキングデータの分割比は7:6と し,

分割の方法によりつぎの二つの場合を考える.

Case 1: トレーニングデータ 1～7番 目のデータ

テェッキングデータ 8～13番 目のデータ
Case 2: トレーニングデータ 奇数番目のデータ

チェッキングデータ 偶数番目のデータ

○同定 された予測式 

Case 1: 通過層は1層

y1=4.277+0.762x1-3.386x2+0.239x1x2

-0.161x12+0.900x22

こ こで, 通 過 層 の 数 を増 す こと に よ って モ デ ル が 複

雑 に な る度 合 いを 示 すた め に, Case 1'と し て2層

ま で 計 算 した 予 測 式 を示 す.

Case 1': 通 過 層 は2層

z1=1.100-1.301y3+2.025y4-0.226y3y4

+0.273y32-0.068y42

y3=-13.80+2.642x2+9.713x3-0.605x2x3

+0.195x22-1.214x32

y4=-3.847-1.929x1+9.115x3+0.177x1x3

+0.241x12-1.423x32

Case 2: 通 過 層 は1層

y1=18.74+3.929x1-9.910x4+1.089x1x4

-1.619x12+1.409x42

○予 測 式 に 含 ま れ る 変 数

Case 1: x1, x2, x1x2, x12, x22

Case 1': x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, x12

x22, x32, x1x2x3, x1x22, x1x32,

x1x2x32, x1x22x3, x1x32, x12x2,

x12x3, x12x2x3, x12x22, x12x32, x14,

x13, x13x3, x2x32, x22x3, x2x33,

x22x32, x24, x23, x23x3, x33, x34

Case 2: x1, x12, x4, x1x4, x42

こ こで, ア ンダ ー ラ イ ン を つ け た変 数 は 真 の モ デル

(10)式 に 含 ま れ て い る変 数 を 示 す. Case 1と Case

1'の 結 果 を比 べ る こ とに よ り, Basic GMDHで は

通 過 層 を 重 ね る と予 測 式 が 非 常 に複 雑 に な る ことが

わ か る. Case 2の 予 測 式 は(10)式 とは ま った く異

な った もの に な って い る.

○補 間 点 に お け る精 度

Case 1, 1': トレー ニ ン グ デ ー タ とチ ェ ッキ ングデ

ー タに 対す る2乗 平 均 誤 差 を Table 3(a)に 示 す.

Case 2: 同 様 に Table 3(b) に 示 す.

Table 3(a)よ り, 予 測 式 の トレー ニ ン グデ ー タへ

の あ て は ま りは 非 常 に 良 いが, チ ェ ッキ ン グデ ー タ

へ の あ て は ま りは非 常 に 悪 いこ とが わ か る. Table

3(b) よ り, Case 2で は 同 定 が 正 し く行 わ れ て い な

い こ とが わ か る.

○予測 点 にお け る精 度

Table 2の10個 の デ ー タに 対 す る 予測 結 果 を示 す.

予 測 精 度 は 次 式 に よ って 評 価 す る.

J=(Ioi-ci) x100 (11)

φi: 予 測値

Table 2 Input data in the prediction points Table 3 Change of mean square error in

the interpolation points

(a) Case 1, 1'

(b) Case 2
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Case 1: J=30%

Case 1': J=129%

Case 2: J=175%

○計 算 時 間

Case 1: 0.4秒/層

Case 2: 0.3秒/層

つぎに改良形GMDHに よ る数値実験結果を示す.

<改良形GMDH>

○中間変数

PSSの 値 の 小 さい変 数 を4個 選 択 す る.

9補 間 点

Table 1の13個 の デ ー タを 用 い る.

○同定 され た 予 測式

最 終 層 に 残 った 中 間 変数 は2個 で あ る.

予 測 式1 重 み w1=0.520

v1=-0.080+0.571z1+0.442z2

z1=-0.534+0.932y1+0.060y2y4-0.033y22

z2=-0.935+0.868y1+0.282y4

y1=4.171-3.632x2+0.258x1x2+0.973x22

y2=0.237+0.996x3+0.365x22

y4=1.198+0.960x3+0.461x1x3

予 測式2 重 み w2=0.480

v2=-0.113+0.707z1+0.311z4

z1=-0.534+0.932y1+0.060y2y4-0.033y22

z4=0.000+1.000y1

y1=4.171-3.632x2+0.258x1x2+0.973x22

y2=0.237+0.996x3+0.365x22

y4=1.198+0.960x3+0.461x1x3

○予 測 式 に 含 ま れ る変 数

x2, x3, x22, x32, x1x2, x1x3, x1x32,

x22x3, x1x22x3, x24

○補間点における精度

トレーニ ングデータに対する2乗 平均誤差(RSS/13)

とPSSの 値(PSS/13)を Table 4に 示す. Table

4よ りRSSとPSSの 差は層を重ねるごとに小さ

くなってい くことがわかる.

○予測点における精度

Table 2の10個 のデータに対する予測結果を示す.

予測精度は(11)式 によって評価する.

J=10.8%

○各選択層における中間変数の組合せ

(Fig. 3に 各選択層にお ける中間変数の組合せを示

す. 通過層が多 くなると, 線形の発生器 (G2, G4)

が増加してい くことがわかる. 計算 は第5層 まで行

っている.

○計算時間

1.4秒/層

以上の数値実験結果よりつぎのことが明うかになっ

た.

(1) Case 1と Case 1'の 結果から明らかなよう

に, Basic GMDHで は, 通過層を重ねると予測式

が非常に複雑になる. また, Case 1と Case 2の

結 果より, デ ー タの分割方法が異なると得ら れる予

測式はまった く異なる. Case 2で は トレーニ ン

グデータとして奇数番目のデータのみしか使用でき

ないため, デ ータに含まれている情報を有効に使用

できず, 予測式と してまった く誤った結果を得てい

る. また, Basic GMDHで は, トレーニングデー

タに対するあてはまりは非常に良いが, チェ ッキン

グデータに対するあてはまりは非常に悪いことがわ

かる.

(2) 改良形GMDHで は, 5層 を通過しているに

もかかわらず, 予測式 はあま り複雑に なっていな

い. さらに, デー タの全体に対して一様に良い精度

が得られている. 予測精度は Basic GMDHと 比べ

て大幅に改善されている.

5. む す び

原データの分割を行わずに, すべてのデータを用い

てモデルの予測誤差を評価し, これを最小にするモデ

ルの構造とパラメータを決定する改良形GMDHを 提

案し, Basic GMDHと の比較を行 うことにより, つ

ぎのような有効性を確かめることができた.

Table 4 Changes of RSS and PSS

Fig. 3 Combinations of intermediate variables
in each selection layer

G1, G3: Nonlinear generator

G2, G4: Linear generator
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(1) 原デ ータの分割を必要としないため, 分割の

差異による完全表現式の構造の差異が生 じない. ま

た, 原データに対してすべての情報を有効に使用で

き, 原データの全体に対して一様な精度をもつ完全

表現式を構成することができる.

(2) 各選択層で最適な部分表現式を自己選択する

ため, 完全表現式が不必要に複雑化されたり, 数値

的に不安定に陥った りすることを防止することがで

きる. また, 同定できるシステムの範囲は広 くなっ

ている.

(3) 原データの分割比, 中間変数の選択個数など

のしきい値を含まないため, 最適なしきい値をみつ

けるための繰返し計算を必要としない.

改良形GMDHに おける1層 あた りの計算量は

Basic GMDHの 約4倍 を必要とするが, 繰返 し計

算を必要としないので全計算量は Basic GMDHと

ほぼ同等と考えられる.
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