
時空間パターン形成現象に対す

る超離散化法を用いた解析

Analysis of spatiotemporal pattern

formation by ultradiscretization

2016年 2月

早稲田大学大学院　先進理工学研究科

物理学及応用物理学専攻

非平衡系物理学研究

大森祥輔

Shousuke OHMORI



Contents

1 諸言 2

2 数学的準備 9
2.1 max-plus代数の性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 超離散化の方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 超離散化の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2 超離散化の具体例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.3 超離散 Burgers 方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 tropical 差分化を用いた超離散化の方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3.1 tropical 差分化法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3.2 Langevin方程式の超離散化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3 大域的かつ非対称局所的に相互作用した双安定素子集団の確率セルオートマトンに基づく考
察 36
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2 超離散方程式及び確率関数に基づく確率セルオートマトンモデルの導出 . . . . . . . 42

3.2.1 非対称局所的相互作用に対する超離散方程式の導出 . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.2 双安定性及び セルオートマトンルール 254 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2.3 大域的相互作用と確率ルール . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3 一般化確率セルオートマトンモデルによるパターン形成 . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.4 確率セルオートマトンモデルから見た大域的相互作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 反応拡散系における超離散方程式 62
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.2 連立超離散化方程式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2.1 連立超離散化方程式の導出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2.2 状態遷移の議論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3 セルオートマトンパターン . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3.1 セルオートマトンとなるための条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.3.2 セルオートマトンルール . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.4 反応拡散モデルと超離散化モデルとの比較 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5 総括 79

Bibliography 81

業績 87

謝辞 90

1



Chapter 1

諸言

木々の枝分かれから, 銀河の構造まで, 自然界には様々なパターン現象が存在する

[1]-[7]. このような自然界においてみられる時空間パターン現象に関して, 非平衡統

計力学, 非線形動力学的観点から, これまで多くの研究が行われてきた. これらの研

究の中で, セルオートマトン (Cellular Automaton) モデル [8]-[12]や反応拡散モデル

[13]-[16]の研究も行われ、発展してきた. ここで, 現象を記述する微分方程式とセル

オートマトンとの関係性, 特に同じ現象を記述する非線形微分方程式とセルオートマ

トンモデルとの関係はどのように特徴づけられるかということは重要な問題である.

例えば, 非線形開放系における以下の代表的な反応拡散方程式を考える [17]-[23].
τ
∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
+ f(u)− v

∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ u− γv + I

(1.1)

ここで, Du, Dv, τ, γ, Iは定数である. 変数 u, vはそれぞれ活性化因子, 抑制因子とし

て機能する. ここで f(u) =
1

2

(
tanh

u− a

δ
+tanh

a

δ

)
−u(a, δ > 0)とし, Du = 1, I =

γ = 0とおくと, Eq.(1.1)はパラメータ τ,Dv を変えることで, さまざまなパルスダ

イナミクスを形成することが知られている. ここで, パルスとは有限の領域のみで値

をもつ非一様解のことである. 注意として, 通常パルスというとき時間とともに伝搬

するものを想像するが, ここでは時間とともに伝搬しない局在解もパルスと呼ぶこ

とにしている. さて, Eq.(1.1)におけるパルス解は, Fig.1.1のような相図にまとめら

れる. Fig.1.1において, 点線より右側では局在した振動するドメインが形成され,

ドメインの振動にともなって外向きにパルスが輻射される (Fig.1.2). 続いて破線の

左側は二つのパルスが衝突によって対消滅を起こす領域である (Fig.1.3(a)). さらに

実線, 点線, 破線で囲まれた領域では, パルスは衝突時に消滅せず, その形を保つ. す

なわちソリトン的に振る舞う (Fig.1.3(b)). 実線より上の領域では定常に伝搬するパ

ルスは安定ではない. これは抑制因子 vの拡散定数が大きいことに起因し, パルスの

2



CHAPTER 1. 諸言 3

Figure 1.1: Eq.(1.1)における, パラメータDv と τ 空間での相図 ([20], Fig.6)

Figure 1.2: Eq.(1.1)における特徴的なパルスダイナミクス. 振動ドメインによるパルスの輻射. (a)
から (f)へ時間発展していく. ([18], Fig.6)

運動を阻害するためである. 特記すべきは, 実線部分より上の不安定領域内でみられ

るパルスの自己複製によって, 安定不安定領域の近傍で, パルスの対消滅, 保存, 自

己複製の三つが合わさり, 特徴的な時空パターンが形成されることである (Fig.1.4).

これはフラクタル物理学の観点から自己相似構造をもつものの代表例として知られ

ている Sierpinski gasket のパターンに類似している.

また, Eq.(1.1)において f(u) = au(1+u)(1−u)とおきなおし (a > 0),パラメータ

Du, Dv, τ, γ, Iを適当な値にとると, 今度は自己複製と対消滅をもととした Sierpinski
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Figure 1.3: Eq.(1.1)における特徴的なパルスダイナミクス. (a) パルスの対消滅. (b) パルスのソリ
トン的振る舞い. 上から下へ時間発展している. ([20], Fig.1)

Figure 1.4: Eq.(1.1)による Sierpinski gasketのパターン.下から上へ時間発展している. ([20], Fig.5)

gasketのパターンが現れる.

一方, この Sierpinski gasketパターンはエレメンタリーセルオートマトン (Ele-

mentary Cellular Automaton)を用いても特徴づけることが可能である. 離散時刻 n

と差分化された位置 jにおける変数 xnj ∈ {0, 1}に対し, 時間発展方程式を

xn+1
j = |xnj−1 − xnj+1| = max{xnj−1 − xnj+1, x

n
j+1 − xnj−1} (1.2)

で定めると, このルールは Sierpinski gasketのパターンを生成する (Fig.1.5).

このFig.1.5のパターンは, 縦横の倍率を一定に縮小しても同じ構造が得られるこ

とから, 自己相似構造 [24]-[28]になっている. なお, セルオートマトンの定義及び特

徴は第 2章で述べる. また本論文中で示すセルオートマトンの図では全て周期境界

条件を課す.
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j

n

Figure 1.5: エレメンタリーセルオートマトンによる Sierpinski gasketのパターン. 上から下へ時間
発展する. 縦 100ステップ横 200ステップ (100×200 ステップ). (本論文中のセルオートマトンパター
ンは全て 1, 0をそれぞれ黒, 白で示している.)

上記の例のように, 非平衡統計力学, 非線形動力学のモデルの中にはセルオート

マトンと密接に関係するものが数多く存在する [29][30]. これまで, 現象を記述する

方程式とセルオートマトンとの数学的対応づけを可能にする手法として, 超離散化

の方法が研究されてきた [31][32]. 超離散化法とは, 元来, 可積分系において確立さ

れたものであり, その起源はソリトン解をもつKorteweg-de Vries (KdV)方程式 [33]

のような可積分な非線形波動方程式 [34]と, ソリトン的振る舞いをもつセルオート

マトンとを直接結び付ける手法として考えられた. 特に初めて超離散化の方法が扱

われたソリトン的振る舞いをもつセルオートマトンは箱玉系と呼ばれ, 以下のよう

に特徴付けられている [35]. ある時刻 nで一次元の無限格子列が与えられていると

しよう. 各格子は 0または 1の値をもつとする. すなわち bnj を位置 jでの格子の状

態だとすると, bnj ∈ {0, 1}である. このとき, 次の時刻 n + 1の状態を決めるルール

を次のように定める.

bn+1
j = min(1− bnj ,Σ

j−1
i=−∞(bni − bn+1

i )) (1.3)

Eq.(1.3)は次の (1)から (3)の手続きとして解釈することができる. (1) 左から右へ

格子の状態を見ていくとする. もし状態 1の格子があったとすると, それを最も近い

右側の 0の格子と取り換える. (したがって bnj = 1ならば bn+1
j = 0である.) (2) (1)

の取り換えは一回のみ行われる. (すなわち, 1をもつ二つの格子は必ず別々の 0の格

子と取り換わる.) (3) 1の状態をもつ格子すべてに対して, (1), (2)を繰り返す. この

ルールによるセルオートマトンの時間発展を表したのがFig.1.6である. Fig.1.6から

わかるように, Eq.(1.3)のルールに従うダイナミクスは, 各時刻で 1の数が保存して

いるので可積分なセルオートマトンであり, もしある時刻で 1が連続して並んでい
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る状態, 例えば Fig.1.6では 1111, 11, 1なる状態同士が衝突しても, その後 1が連続

して並んでいる元の状態が再現するという意味でソリトン的な振る舞いを示す.

�����������������������������

�����������������������������

�����������������������������

�����������������������������

�����������������������������

Figure 1.6: Eq.(1.3)の時間発展の一例. 上から下へ時間発展している.

一方で, KdV方程式のソリトン的性質を壊さない差分方程式 (Lotka-Volterra差

分方程式)
un+1
j

unj
=

1 + δunj−1

1 + δun+1
j+1

(1.4)

も提案されている [36][37]. ここで δは定数で, j, n ∈ Z (Zは整数全体の集合)である.

そして共にソリトン的振る舞いを示すEq.(1.3)とEq.(1.4)を直接関係づける方法が

超離散化である. 具体的な計算過程などの詳細はここでは省略するが [31], Eq.(1.4)

から超離散Lotka-Volterra方程式と呼ばれる次の方程式 (1.5)を導出することが可能

であり, この方程式が Eq.(1.3)を変数変換を通して対応づく (Fig.1.7).

Un+1
j − Un

j = max(0, Un
j−1 − 1)−max(0, Un+1

j+1 − 1) (1.5)

このように, 超離散化の方法によって, 現象を記述する方程式と, その現象の特徴

に類似した性質を示すセルオートマトンとの関係性をより明確にすることができる.

超離散化の方法は上記のような可積分系において主に研究されてきたものである

が, 近年この方法を非可積分系へ適用する研究が行われつつある [38]-[41]. 本論文で

は, 超離散化法の非平衡, 非線形系への適応範囲の拡張, 特にパターン形成との対応

付けを行うことを目的とする. 具体的には, 粘着テープ剥離実験においてみられるパ

ターン形成に対する超離散化の適用法, 及び Eq.(1.1)などの反応拡散系に対する超

離散化法の適用を述べる. 最終的には, 超離散化法なる数学的手法を通してパターン

形成現象を新たな観点から解明することを目的とする.

ここで, 本論文の構成を説明する. まず第 2章で超離散化法の一般論を略説する.

ここでは, 非平衡統計力学, 非線形動力学への適用を念頭に超離散方程式とセルオー

トマトンとの対応について重点的に説明する. 章の終わりに tropical 差分化を用い
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Figure 1.7: Eq.(1.3)と Eq.(1.4)とを結びつける図式 ([32], 図 6.16)

た超離散化法を説明する. 第 3章では，本論文の目的である超離散化法によるパター

ン形成現象の解析の一例として, 粘着テープ剥離実験を再現する大域的かつ非対称

局所的に相互作用した双安定素子集団の力学系モデルに対して超離散化法を適応し,

確率セルオートマトンモデルを導出する. この確率セルオートマトンを考察するこ

とにより, 既に発見的に得られていたセルオートマトンモデルと力学系モデルとの

関連性を理論的立場から示すとともに, 大域的かつ非対称局所的に相互作用した双

安定素子集団のダイナミクスの新たな性格について述べる. 実際に, 確率セルオート

マトンモデルにおいては, 大域的相互作用の効果がこのパターン形成ダイナミクス

の本質であると考えることができる. 第 4章では，Eq.(1.1)のような反応拡散系に対

して, 超離散化の立場からセルオートマトン解の導出を試みる. 具体的には反応拡散

方程式に超離散化を適用して得られる超離散方程式について, ある離散時刻 nから

n+1へ状態がどのように変化するのかを数学的立場から議論する. 次にこの超離散

方程式がセルオートマトンに変換可能である条件を, 状態遷移の議論をもとに導出
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する. そして, この超離散方程式の解をセルオートマトンを用いて表現し, もとの方

程式に見られる解の特徴と比較検討する. 最後に全体のまとめを行う.



Chapter 2

数学的準備

この章では, 後の章で必要となる超離散化の方法について非平衡統計力学, 非線形

動力学への適用, 特にセルオートマトンとの対応関係を念頭に説明する. 章の後半

では tropical 差分化を用いた超離散化法を説明する. 超離散化法を簡単に述べると,

与えられた微分方程式を適当に差分化し, max-plusを代数構造とした方程式へ変換

する極限操作のことである. この操作によって得られる方程式を超離散化方程式, ま

たは超離散方程式といい, 超離散化方程式の解は, ある場合にはセルオートマトンと

して直接記述される. 超離散化方程式はその代数構造がmax-plusで作られているた

め, まずはmax-plus代数構造 [42]の性質から説明を始める.

2.1 max-plus代数の性質

はじめに “max”なる記号の定義を行う.

[定義] 添え字集合をΛとした集合族Xλに対して, 直積を

Πλ∈ΛXλ = {φ : Λ → ∪λ∈ΛXλ, φ(λ) ∈ Xλ} (2.1)

で定義する. 選択公理から, 各Xλ ̸= ϕならば直積は ϕではない.

[定義] 今Λ = {α, β}, 各Xλ ≡ Xとする. RoがX上の順序関係であるとは, 直積の

部分集合Ro ⊂ Πλ∈{α,β}Xλ(≡ X)であり, その要素 φが以下の i), ii), iii)を満たす

ものの全体をいう.

i) φ(α) = φ(β)なる φはRoの要素である.

ii) φ(α) ̸= φ(β)なる φがRoの要素ならば, φ′(α) = φ(β), φ′(β) = φ(α)なる φ′は

Roの要素ではない.

9
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iii) Roの要素 φ, φ′に関して, もし異なる λに対して φと φ′の値が一致するならば,

一致した値をその β-値とする写像の α-値を, その α-値, また一致した値をその

α-値とする写像の β-値を, その β-値とするような写像 φ
′′
はRoの要素である.

いまφ(α) = a, φ(β) = bなるφを, 順序という記号⪯を導入して a ⪯ bと書こう. 上

記の i), ii), iii)に対して記号⪯を用いると,

i) a ⪯ a, ii) a ⪯ b, b ⪯ a→ a = b, iii) a ⪯ b, b ⪯ c→ a ⪯ c

となる. 実数間の≤は実数集合R1における順序関係である. また, 実数集合におい

て, a ≻ b ≡ a ≤ bとして定義した≻も順序関係である.

[定義] 集合X 上に順序関係 Roが定められているとし, その順序記号を≤とする.

写像 (演算)　max : Πλ∈{α,β}Xλ(≡ X) → X,φ 7→ max(φ)を

max{a, b} =

{
a, a ≤ b

b, b ≤ a
(2.2)

と定める. もし a, bが比較可能でない場合はmax{a, b} ≡ aとして定義する. ただし

φ(α) = a, φ(β) = bでありmax(φ)をmax{a, b}とした. このときX(= (X,Ro))は

(順序≤において)算法maxをもつ代数系, またはmax-系という. 例えば実数集合

R1はmaxをもつ代数系である. 以下では, 基本的に全順序集合を考えることにする.

max演算について, 以下が成立する.

max{a, b} = max{b, a}
max{max{a, b}, c} = max{a,max{b, c}}

(2.3)

証明はmaxの定義から明らかである. Eq.(2.3)は, max演算が交換法則, 結合法則を

満たしていることを意味する. ここで, さらに演算+を導入する. +に対しても交換

法則 a+ b = b+ a, 及び, 結合法則 a+ (b+ c) = (a+ b) + cが成立する. また, 実数

上での和積に関する分配法則に対応して,

a+max{b, c} = max{a+ b, a+ c} (2.4)

が成立する. これも明らかである. 以下では, 実数上に話を限ることにする. 他の

max-plus代数の性質として

max{a, b}+max{c, d} = max{a+ c, a+ d, b+ c, b+ d}
x ≥ 0 ⇒ xmax{a, b} = max{xa, xb}

(2.5)
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が成立する. 実際, Eq.(2.5)の第一式を示してみよう. もしa ≤ bとすると, max{a, b} =

bだからmax{a, b} + max{c, d} = b + max{c, d} = max{b + c, b + d} = max{a +

c, a+ d, b+ c, b+ d}. ここでEq.(2.4)と a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c, a+ d ≤ b+ dを用い

た. b ≤ aの場合も同様である. Eq.(2.5)の第二式目は明らかである.

次にmax演算をもつ代数系と群との一般的な関係をみる. 後に, 与えられた微分

方程式を差分化して超離散化できるかどうかの議論を行うが, その際に現れる負の

項の問題は, このmax演算と群との関係が基となっている.

まず, Eq.(2.3)からmaxをもつ代数系Xは可換半群になっていることに注意しよ

う. ここに, 演算αに対してαをもつ代数系Xが半群であるとは, αが結合的である

ことをいうのであり, さらにαが可換のときすなわち交換法則が成立するとき, 可換

半群という. 統計力学における半群の例としてよく用いられるのは, 臨界現象を解析

する際の手法である繰り込み群Rである [43][44]. さて, このmaxをもつ代数系に対

し単位元について考えよう. ここで αをもつ代数系Xの中の元 x0が単位元とは

xαx0 = x0αx = x (2.6)

を任意の x ∈ Xに対して満たすことである. 今, 全順序構造が入った集合Xに対し,

X の最小限m = minX が存在するとしよう. 例えば補完実数直線 R̄はそのような

集合である [45][46]. すると任意の x ∈ Xに対して

max{x,m} = max{m,x} = x (2.7)

となり, mはXの単位元である. したがって単位可換群となるmaxをもつ代数系は

存在する. すなわち次が成立する.

単位元をもつmax-系が存在する

注意として実数集合R1にはmax演算における単位元が存在しない. しかしながら,

単位可換群となるmax-系にたいして, 逆元を考えると, 唯一最小限にのみ逆元が存

在することがわかる. まず αをもつ代数系Xにおいて, x ∈ Xの逆元 yとは

xαy = yαx = x0 (2.8)

を満たす元のことである. ここで x0はXの単位元である. 任意の x ∈ Xに対して逆

元が存在するとき, α-系には逆元が存在するという. さて, 単位可換群となるmax-系

Xを考えよう. Eq.(2.7)から最小限mがXの単位元である. 今 x ∈ Xを考えると

max{x, y} = max{y, x} = m (2.9)

なる yは x = mのとき以外は存在しない. したがって次が示された.
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max-系には逆元が存在しない

注意として, 実数直線R1をmax-系とみたとき, そもそも単位元が存在しないので,

逆元は定義できない. 上の事実は補完実数直線などの単位可換群となるmax-系にお

いてさえ単位元以外の元に対する逆元は存在しないことを示している. これらの事

実から, max-系は群とはならないことが導かれた.

一般的に, 微分方程式は実数直線上の四則演算を基に構成されているため, その

代数構造において群となるが, 超離散化された後の方程式はmax-plus代数構造を持

ち, 上記のように群とはならない. したがって, 与えられた方程式を超離散方程式へ

変換する際, この代数構造の違いが基となって, 超離散化へ変換できない事がある.

これらの問題は, 非平衡, 非線形系へ超離散化を適用する際に大きな障害となってい

る. 実際, 問題にしている微分方程式が非可積分系であるものが多く, 従来通りの超

離散化ができないものが多い. 本論文で扱う方程式も, 非可積分系である. これらの

問題に対して, 技巧的に解決する糸口の一つが, 後の節で述べる tropical 差分化を用

いた超離散化の方法である. この方法の解説の前に, 次節では, まず超離散化法の基

本原理について述べる. なお, ここで述べたmax-系, 及び, 次節で述べる超離散化の

方法は, 数学的には超準解析の一応用となる. 詳しい議論は, 参考文献 [47]を参考さ

れたい.

2.2 超離散化の方法

この節では超離散化法の手順を述べ, 簡単な微分方程式に対して超離散方程式を導

出する. さらに, 超離散化法に関わる先行研究として, Burgers 方程式に対する超離

散化法の研究についても説明する. 本来, 数学的に超離散化法は, 超準解析などの数

学基礎論に基づいて議論される [47]. また物理へ応用する際も, 差分方程式論 [48][49]

や可積分系 [50]-[52], tropical幾何学 [53][54]との関係性に関する研究が多い. ここで

は, 後の章に向けての準備として, 与えられた微分方程式から超離散化方程式を得る

技法, 及び, その際に現れる問題を簡単に述べるにとどめる.

2.2.1 超離散化の定義

まず, 超離散化を行う際に基本となる次の極限公式を証明しよう. ただし, ε, A,B >

0, a, b ∈ R1としている.

lim
ε→+0

ε log(Aea/ε +Beb/ε) = max{a, b} (2.10)
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注意として, A,B ≤ 0のときは, log 0は定義されず, また, 例えば A = 0かつ

B ̸= 0のときは, Eq.(2.10)の左辺は a, bの大小に依らず bとなる. したがって, A ̸= 0

かつ B ̸= 0としている. また A,Bの一方が負の場合は, 後に見るように困難が生

じる.

Eq.(2.10)を証明しよう. 実際, a > bのとき, Eq.(2.10)の左辺は limε→+0 ε log
A
B
ea/ε(1+

B
A
e(b−a)/ε) = a+ limε→+0 ε log(1 +

B
A
e(b−a)/ε) + limε→+0 ε log

A
B
= aとなり, まったく

同様に a < bの場合も示される. a = bのときは, 左辺= limε→+0 ε log(
A
B
+ 1)ea/ε =

a+ limε→+0 ε log(
A
B
+ 1) = aとなる.以上より示された.

一般にはA = B = 1を考えることが多く,

lim
ε→+0

ε log(ea1/ε + ea2/ε + . . . ) = max{a1, a2, . . . } (2.11)

が成立する. 例えば, ε > 0に対して ea/ε + eb/ε = ec/εなる方程式を考えると, c =

ε log(ea/ε + eb/ε). したがって ε→ +0の極限を取れば c = max{a, b}を得る. ここで,

x = ea/ε, y = eb/ε, z = ec/εとおく. このとき, x, y, z > 0となることに注意する. する

と和の方程式 x + y = zから極限操作としてmaxの方程式max{a, b} = cに移行で

きることが分かった. まったく同様に考えることで, xy = zが a+ b = cへ, x/y = z

が a− b = cへ移行できる. では x− y = zについて考えてみよう. このとき

ε log(ea/ε − eb/ε) = c (2.12)

となるが, a = bの場合は−∞へ発散し, a < bの場合は logの変数が負になる. すな

わち, 極限 ε → +0をとる以前の段階で問題が生じる. そもそもこの問題では, 上で

注意した x, y, z > 0を満たしていない. 関数 exのR1から正数への単調増加性より,

a < bならば x < yである. したがって x− y = zなる zは負となり, そもそも ecを

zで置き換えることができない. 同様なことが a = bにつてもいえる. 結果的に, 公

式 Eq.(2.11)は一般的に適用できない. ここで, 常に a > bとなるとき, Eq.(2.10)の

証明と同様な証明によって Eq.(2.12)は ε→ +0で c = max{a, b}となる.

この問題は負の問題と言われ,方程式を超離散化しようとする際に障害となる. ま

た, 負の問題は, 前節でみたmax-系には逆元が存在しないという事実と密接な関係

がある. 実際に, 公式 Eq.(2.10)は+をmaxに対応させるが, +の逆元である−に対
して (すなわち a ∈ R1の逆元 a + (−a) = (−a) + a = 0として−を定義した) max

の逆元に対応させることは, 一般に逆元が存在しないから不可能となる.

さて, 超離散化の極限公式 (2.10)において, ε→ +0で両辺が等しくなる様子をグ

ラフで見てみよう [32]. A = B = 1, b = 4として, f(x) = ε log(ex/ε + e4/ε)のグラフ
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を Fig.2.1に描いた. 比較のため, max(x, 4)のグラフを点線で記してある. グラフか

ら, εを小さくしていくと f(x)が急激にmax(x, 4)へ近づくことがわかる.

0 4
x

4

f HxL

0 4
x

4

f HxL

(a) (b)

0 4
x

4

f HxL

(c)

Figure 2.1: f(x) = ε log(ex/ε + e4/ε)のグラフ, (a) ε = 1, (b) ε = 0.5, (c) ε = 0.01. ([32], 図 4.1.
参考)

ここで, 超離散化の具体例に移る前に, セルオートマトンについてその定義を確

認しておこう [10]-[12]. セルオートマトンとは, 複雑な自然現象を取り扱うための数

学的モデルとして, 特に複雑系科学の分野で考えられてきた. このモデルでは, 独立

変数 (例えば, 時刻, 位置)及び従属変数が全て離散値, すなわち整数値を取る. ただ

し, 従属変数の値域は有限集合に限る. そして, 従属変数の値は, 同じルールに従っ

て独立変数が変わるたびに同期的に決定され形成されていく. 特に, 独立変数として

時刻 n, 位置 jを取ったとき, 時刻 nの位置 jでの従属変数の値は, n− 1での jでの

従属変数の値及び jの近傍での値に依存する. すなわち各従属変数の状態は局所的

相互作用を受けていると考えることができる. 以上の話を, 数式を用いて表す.

今, 一次元セルオートマトンとして, anj を離散時刻 n, 離散位置 jを変数としたセ

ルの状態 (従属変数)としよう. このときΩ ⊂ Zなる有限集合Ωに対して anj ∈ Ωと
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なっている. また anj の時間発展は

anj = F (an−1
j−r , a

n−1
j−r+1, . . . , a

n−1
j , . . . , an−1

j+r ) (2.13)

によって記述されるものとしよう. ここで,写像F : Ω2r+1 → Ωがセルオートマトンを

特徴づけるルールに対応し, r ∈ N (Nは自然数全体の集合)なる定数がルールの及ぶ

範囲に対応する. すなわち,状態変数anj は多くとも2r+1個の近傍系の時刻n−1での

セルの値に依存している. Fの例として,例えばF (an−1
j−r , a

n−1
j−r+1, . . . , a

n−1
j , . . . , an−1

j+r ) =

an−1
j−r × an−1

j−r+1 × · · · × an−1
j+r ,Ω = {−1, 0, 1}をとれば, これは Eq.(2.13)を満たす. 特

に, Ω = {0, 1}, r = 1であるセルオートマトン (2.13)をエレメンタリーセルオートマ

トン (Elementary Cellular Automaton)と呼ぶ.

またセルオートマトン (2.13)において, Ω = 0, . . . , k − 1とすると, ルール F の

「ル－ル番号」RF というものを以下のように導入することができる.

RF =
∑

{aj−r,aj+r}

F (an−1
j−r , a

n−1
j−r+1, . . . , a

n−1
j , . . . , an−1

j+r )k
∑r

j=−r k
r−laj+l (2.14)

例えば,第1章でみたEq.(1.2)の形,すなわちF (anj−1, a
n
j , a

n
j+1) = max{an−1

j+1−an−1
j−1 , a

n−1
j−1−

an−1
j+1}なるエレメンタリーセルオートマトンを考えると, RF = 90となる. したがっ

て, このセルオートマトンはルール番号 90であり, Fig.1.5なる Sierpinski gasketの

時間発展を生む.

エレメンタリーセルオートマトンでは全ルールはルール0から255までの28 = 256

個しかない. そして,それらは大きく分けて以下の四つの場合に分類できる (Fig.2.2).

(1) 全て 0または 1の一様なパターンに落ち着く.

(2) 0の領域と 1の領域が分離した定常 (周期)パターンに落ち着く.

(3) 三角形パターンがカオス的に生成消滅しながら時間発展し続ける.

(4) 周期パターンとランダムなパターンが混在し 0と 1が複雑な挙動を示す.

Fig.2.2において, (a)から (d)がそれぞれ (1)から (4)のパターンの例を示してい

る.　またこの分類は任意の初期値に対して完全な分類を与えるわけではなく, 分類

問題も含め, セルオートマトン自身の研究は今なお行われている.

2.2.2 超離散化の具体例

次に, 具体的に簡単な方程式に対する超離散化を行う.
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j

n

j

n

(a) (b)

j

n

j

n

(c) (d)

Figure 2.2: エレメンタリーセルオートマトンの四つの分類の例. (a) ルール番号 40のパターン. (1)
の場合に対応している. (b) ルール番号 44のパターン. (2)の場合に対応している. (c) ルール番号
122のパターン. (3)の場合に対応している. (d) ルール番号 193のパターン. (4)の場合に対応して
いる. 時間発展は上から下へと発展している. (それぞれ 100×100ステップ.)

ex.1 : まずはじめに, 一階の微分方程式

du

dt
= λu, (u(0) = 1, λ > 0) (2.15)

を考えよう. 方程式の解は u = eλtとなり, グラフは λを大きくしていくと, t → ∞
でより速く発散する. ここで, Eq.(2.15)を前方差分化すると

un+1
j − unj
∆t

= λunj (2.16)

となり,

un+1 = (1 + α)un (2.17)
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を得る. ただし α = λ∆t (α > 0)とした. Eq.(2.17)は負の項がないため, 変数変換

un = eU
n/ε, α + 1 = eA/ε (2.18)

を行うと, Eq.(2.15)に対する超離散方程式

Un+1 = A+ Un (2.19)

を得る. 初期条件 U0 = aとすれば, 解は Un = a + nAとなる. グラフにすると, 傾

きAの一次関数となる. ここで, A = ε log(λ∆t + 1)であるから, λを大きくしてい

くと傾きが増大する. この結果は, 元の Eq.(2.15)の解の性質に類似している. 異な

る点としては, 超離散方程式 Eq.(2.19)の解は線形である. このことから, 超離散化

によって与えられた方程式を区分線形化していることがわかる (Fig.2.1).

さて, 今行った議論は, 非平衡緩和過程のもっとも簡単な場合に関連付けること

ができる [55][56]. 今, 古典的な量 xのはじめに与えられた値の下での不完全平衡の

成立の緩和時間が, x自身の平衡値 (平均値)の成立の緩和時間に比べてはるかに短

いとする. すなわち, xの平均的な揺らぎ< x2 >1/2を大きく上回るある値を与える

と, それにより不完全平衡のある一定状態を特徴づけることができるとする. このよ

うな量の揺らぎは準定常的な揺らぎといわれる. さらに非平衡系の状態が, 各時刻に

おいて xの値だけで完全に決まるものとする. さて, このような仮定のもと, 時刻 t

で xが平衡から (少し)ずれているとすると (しかしながら平均的ゆらぎに比べて x

は大きい値をもつ), 続く時刻では物体は平衡の状態へ戻ろうとし, それに応じて量

xは減少する. このとき, 仮定によって各時刻の xの速度変化は xのみに依存する：
dx

dt
=
dx

dt
(x). xが減少するため,

dx

dt
(x)を xの冪で展開して一次の項だけ残すもの

とすると,
dx

dt
= −1

τ
x (τ > 0) (2.20)

を得る. ここで, 0次項は, 完全な平衡状態 x = 0で速度が 0となることを仮定して

0とした. Eq.(2.20)は非平衡系の緩和過程を記述するもっとも簡単な運動方程式で

ある. ここで, τ は完全な平衡の成立に対する緩和時間の大きさを決めるパラメータ

である.この方程式の解は u ∼ e−
t
τ であり, 緩和時間が大きくなると (τ → ∞)xは

緩やかに減少して系は平衡に近づき, また, 緩和時間が短い (τ → 0)ときは, 速やか

に系は平衡に近づく. このEq.(2.20)に対する超離散方程式の導出は, Eq.(2.15)から

Eq.(2.19)の導出過程を繰り返せばよい. 注意として, Eq.(2.20)を差分化した方程式

は xn+1 = (1 − β)xn, β = ∆t/τ (β > 0)となり負の項ををもつが, これは変数変換

1− β = eB/ε (1− β > 0), xn = eX
n/εによって超離散化の際に影響しない. したがっ
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て超離散方程式

Xn+1 = B +Xn (2.21)

を得る. この方程式の解は初期条件X0 = bとしてXn = b+nBとなる. これもまた

一次関数となるが, 1− β < 1からB < 0である. すなわち, 緩和時間 τ の大小によっ

て傾きが変化する. しかし, この超離散系は, 元の微分系における物理的描写と以下

の点で異なる. 一点目は, 超離散化して考えることは区分線形して考えることである

ということからもわかるように, もとの方程式Eq.(2.20)の解に見られた緩やかな緩

和, 急激な緩和ということが表現できない. これは指数関数 e−xによるものだが, 例

えば緩和時間 τ が大きいとき, 平衡点から少しずれた xは, 大きくずれた xに比べて

平衡点への向かい方がよりゆっくりとなる (xの時間変化割合がゆっくりとなる). 一

方, 線形化されてしまえば, τ が与えられれば平衡点からずれた xは皆同じ時間変化

の割合で平衡に向かう. 二点目は, 超離散方程式の解Xn = b+ nBは傾きBが負な

ので, もし初期値 b > 0としても, ある有限時刻 n0 <∞でXn0 ≤ 0となってしまう.

これは, 時間発展によって xが漸近的に 0に近づくことを全く表現できない. このよ

うに, 非平衡緩和過程を少なくとも前方差分化Eq.(2.16)に基づいた超離散化を通し

て表現すると, ダイナミクスを簡略化して (線形化して)見ることになり, 忠実に再現

できるわけではないことに注意する. なお, 次節の ex.3にて, 上記の議論をより一般

化した非平衡緩和過程に対する超離散化系を tropical差分化を用いて説明する.

ex.2 : 次に, 一次元拡散方程式

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
(2.22)

についての超離散方程式を考えよう. Eq.(2.22)の差分化を

un+1
j − unj
∆t

= D
unj+1 − 2unj + unj−1

(∆x)2
(2.23)

とする. これを変形すると

un+1
j = α(unj+1 + unj−1) + (1− 2α)unj (2.24)

となる. ただし α = (D∆t)/(∆x)2とおいた. 変数変換

unj = αneU
n
j /ε, (1− 2α)/α = eA/ε (2.25)

をEq.(2.24)に適用し,超離散化極限公式Eq.(2.10)を用いれば,拡散方程式Eq.(2.22)

に対する超離散拡散方程式として

Un+1
j = max{Un

j+1, U
n
j−1, U

n
j + A} (2.26)
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を得る. さて, 超離散拡散方程式は, 元の拡散微分方程式でみられる線形性に対応す

る性質をもつことが知られている. 今, V n
j ,W

n
j を Eq.(2.26)の解としよう. すると,

F n
j = max{V n

j ,W
n
j }なる F n

j もまた Eq.(2.26)の解となることが示される. これは,

max演算がもとの方程式の+に対応するという事実から, 超離散方程式の解の重ね合

わせを表している. また, Bを定数として, F n
j = V n

j +BなるF n
j も解となる. これは,

元の方程式の解を定数倍したものもまた解になるという性質を超離散方程式で表し

たものである. 続いて, 超離散拡散方程式とセルオートマトンとの関係性を見てみよ

う. A ≤ 0を仮定して, U0
j なるEq.(2.26)の初期値をU0

j ∈ {0, 1, . . . , l}, j = 1, . . . , N

とする. A ≤ 0から Un
j + A ≤ Un

j に注意すれば, 任意の位置 j = 1, . . . , N に対し

て, U1
j = max{U0

j + A,U0
j+1, U

0
j−1} ∈ {0, . . . , l}となることがわかる. したがって,

A ≤ 0の条件の下で超離散拡散方程式 Eq.(2.26)はその解をセルオートマトンと対

応付けられることがわかる. 実際に, α = 1/2とおこう. このときA → −∞となる
ので, Eq.(2.26)は Un+1

j = max{Un
j+1, U

n
j−1}と簡単な形になる. 今, 初期条件として

U0
j ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , N とすれば, この超離散方程式は

Un
j+1 U

n
j−1 1 1 1 0 0 1 0 0

Un+1
j 1 1 1 0

なるルールに従う. これは, エレメンタリーセルオートマトンのルール 250そのもの

である (Fig.2.3).

j

n

Figure 2.3: 超離散拡散方程式のパターン. エレメンタリーセルオートマトンのルール 250に一致. 上
から下へ時間発展している. (100×200ステップ)

このセルオートマトンパターンは, 初期値の中で一点だけ黒色の状態を与え, そ

れが, 超離散拡散方程式に従って離散的に拡散していくことを示している. このよう

に, 超離散拡散方程式 Eq.(2.26)はセルオートマトンと大きな関係性がある.
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注意として, A > 0のときは, Eq.(2.26)はもはやセルオートマトンとはならな

い. すなわち, ある時刻 n + 1での状態 Un+1
j の取りえる値の範囲が, その前の時刻

nでの状態の取りえる値の範囲と異なる場合がある. 実際, Un
j ∈ {m0, . . . ,ml}, j =

1, . . . , N,m1 ∈ Z, . . . ,ml ∈ Zとする. 今, m′ = max{m0, . . . ,ml}とおく. 添え字を

付け替えて (すなわちある全単射が存在して), m′がmlとなるようにしよう. もしある

j0, n0が存在してUn0
j0

= mlとすると, A > 0の仮定の下でUn0+1
j0

= max{Un0
j0+1, U

n0
j0

+

A,Un0
j0−1} = ml + A ̸∈ {m0, . . . ,ml}となり, セルオートマトンとならない. そこで,

任意の時刻でUn
j ̸= mlとしよう. 今, m′′ = max{m0, . . . ,ml−1}とおいて, m′′がml−1

となるように添え字を付け替えよう. ある j1, n1が存在して Un1
j1

= ml−1とすると,

A > 0の仮定の下でUn1+1
j1

= max{Un1
j1+1, U

n1
j1

+A,Un1
j1−1} = ml−1 +A. ここで, もし

A ̸= ml −ml−1 (A > 0)とすると, Un1+1
j1

は, 一つ前の時刻 n1での状態の取りえる範

囲に入らない. A = ml −ml−1とするとこれは j1 = j0, n1 = n0を意味するので, 上

で行った議論よりセルオートマトンとはならない. したがって, さらに任意の時刻で

Un
j ̸= ml−1とする必要があり, 今の議論を繰り返すことになる. 結局, m0まで繰り

返したのちに状態の取りえる値がなくなってしまうので, セルオートマトンになら

ない. 以上より, A > 0のときにはセルオートマトンとはならないことが示された.

このように, 超離散方程式をセルオートマトンと対応付けるためには, 方程式中の

パラメータを適切に選ぶ必要がある. これは, 後の章で見る超離散方程式とセルオー

トマトンとを対応付ける際にも必要となってくる. 一般に, 反応拡散系, パターン形

成ダイナミクスにおいて見られるモデルにおいて, その多くが拡散方程式の形 (それ

が物理的な拡散を意味しなくても), またはこれらに関連するモデルである. すなわ

ち, 超離散化し得られる超離散方程式に基づくモデルでは, 上で行った超離散拡散方

程式の性質が大きく関係してくる. したがって, 自ずとセルオートマトンとの関係性

も示唆され, この際に適切なパラメータを選ぶ必要性が出てくるのである. 特に, 多

くの場合, 超離散モデルは超離散拡散方程式のセルオートマトンパターンを描写す

る. 例えば, 後の章で見る二つの超離散モデルに対する方程式も, エレメンタリーセ

ルオートマトンのルール 250をもつパラメータが存在する.

2.2.3 超離散 Burgers 方程式

この節の最後に, 超離散化法とセルオートマトンとの関係性を示した先行研究の例

として, Burgers 方程式の超離散化について説明する [64][32]. そして, Burgers方程

式の解が超離散化の手続きを行う中でどう変化していくかを見ていくことにしよう.
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Burgers 方程式は
∂u

∂t
= 2u

∂u

∂x
+

∂2u

∂x2
(2.27)

なる形の方程式であり, 非線形項 u
∂u

∂x
, 散逸項

∂2u

∂x2
をもつ, 流体の一次元衝撃波に対

するもっとも簡単な方程式としてよく知られている [65][66]. Eq.(2.27)は, Cole-Hopf

変換 (u(x, t) ↔ ψ(x, t))

u =
∂ logψ

∂x
(2.28)

を用いて, 熱伝導方程式 (拡散方程式)

∂ψ

∂t
− ∂2ψ

∂x2
= 0 (2.29)

に帰着される. 今, Eq.(2.29)は

ψ(x, t) = 1 +
N∑
i=1

{exp( cix+ c2i t+ di)} (2.30)

なる解をもつ. 但し ci, di (1 ≤ i ≤ N)は定数であり, 1は c0 = d0 = 0の場合である.

よって, この解 (2.30)にCole-Hopf変換を施した

u =

N∑
i=1

{ci exp( cix+ c2i t+ di)}

1 +
N∑
i=1

{exp( cix+ c2i t+ di)}
(2.31)

は Burgers方程式の解となる. この形の解は特に衝撃波解と呼ばれている. Fig.2.4は

N = 1, c1 = 2, d1 = 0のときの衝撃波解 (2.31)を表したものであり, (a) t = −2, (b)

t = 0, (c) t = 2となっている. N = 1の場合は, c1 > 0であれば任意の時刻でx→ ∞
で u → c1であり, x → −∞で u → 0となる. またこのとき, u(x, t) = f(x + c1t)と

なるので, 解の形は速さ c1で x軸の正から負へ移動する. 続いてN = 2, c1 = 2, c2 =

3, d1 = d2 = 0のグラフが Fig.2.5である. このとき, 0 < c1 < c2であれば任意の時

刻で x → ∞で u → c2, x → −∞で u → 0となる. また, t ≪ 0の範囲では, uは

u ∼ 0 (x+ c1t≪ 0), u ∼ c1 (−c1t≪ x≪ −(c1+ c2)t), u ∼ c2 (x≫ −(c1+ c2)t)なる

三つの範囲に分けられる. 一方, t≫ 0では, u ∼ 0 (x+c2t≪ 0), u ∼ c2 (x+c2t≫ 0)

となる.また Fig.2.5 (a)のグラフにおいて, 上の段は速さ c1 + c2で, 下の段は速さ c1

で x軸正方向から負の方向へ移動している. したがって, 時間がたつと 0 < c1 < c2

から上の段は下の段に追いつき, 一緒になって速さ c2で移動する (Fig.2.5 (b), (c)).

次に, Burgers方程式の差分化を考えよう. まず, Eq.(2.29)の差分方程式は, 既

に示しており Eq.(2.24)である. 今, Cole-Hopf変換 (2.28)を差分化すると, unj =
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Figure 2.4: N = 1, c1 = 2, d1 = 0の場合の Eq.(2.31)のグラフ. (a) t = −2, (b) t = 0, (c) t = 2.
([32], 図 5.1. 参考)
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Figure 2.5: N = 2, c1 = 2, c2 = 3, d1 = d2 = 0の場合の Eq.(2.31)のグラフ. (a) t = −2, (b) t = 0,
(c) t = 2. ([32], 図 5.2. 参考)
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(logψn
j+1 − logψn

j )/∆xであったため, 変数変換 vnj = exp{∆xunj }として vnj を定義す

ると,

vnj =
ψn
j+1

ψn
j

(2.32)

なる変換を得る. したがって, Burgers方程式 (2.27)が熱伝導方程式 (2.29)からCole-

Hopf変換 (2.28)を用いて導出できるため, 同様に Burgers方程式の差分方程式も, 差

分熱伝導方程式 Eq.(2.24)を変換 (2.32)を用いて導出することができる [67][49]. す

ると, 次の差分 Burgers方程式を得る.

vn+1
j = vnj

βvnj+1 + 1− 2β + β/vnj
βvnj + 1− 2β + β/vnj−1

(2.33)

ただし, β = ∆t/(∆x)2である. さて, Eq.(2.33)の超離散化を考える前に, この差分

Burgers方程式において先ほどの衝撃波解 (2.31)がどのように表せるかを見よう. 以

下では, 簡単のため α = 1/2とし, まず差分拡散方程式 (2.24)について考える. 今,

k, ω, αを定数として

unj = exp(kj + ωn+ α) (2.34)

を Eq.(2.24)に代入すると, 関係式 ω = log(cosh k)を満たせば Eq(2.34)は Eq.(2.24)

の解であることがわかる. ここで, この kとωの関係を分散関係という. 注意として,

k ̸= 0とすると, cosh k > 1なので, ω > 0となっている. ここで, Eq.(2.24)が線形差

分方程式であることから, 解の重ね合わせが可能であり,

unj = 1 +
N∑
i=1

{exp( kij + ωin+ αi)} (2.35)

も,各 i = 1, 2, . . . , Nでωi = log(cosh ki)を満たす限り解である. この解を変換 (2.32)

に代入すると, 差分Burgers方程式 (2.33)の解

vnj =

1 +
N∑
i=1

{exp( ki(j + 1) + ωin+ αi)}

1 +
N∑
i=1

{exp( kij + ωin+ αi)}
(2.36)

を得る. この解が衝撃波解に対応している. 実際, ki = ∆xk̃i, ωi = ∆tω̃i, t = n∆tと

すると,

unj = ˜u(x, t) =
1

∆t
{log(1 +

N∑
i=1

{exp( k̃i(x+∆x) + ω̃it+ αi)})

− log(1 +
N∑
i=1

{exp( k̃ix+ ω̃it+ αi)})}

となる. ただし, unj = log vnj /(∆x)を用いた. したがって, ∆x→ 0の極限で
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lim∆x→0 ũ(x, t) =
d

dx
log{1 +

N∑
i=1

{exp( k̃ix+ ω̃it+ αi)}}

となるので, 衝撃波解 (2.31)に一致する.

-30 -20 -10 10 20 30
x

1

ã

ã

2
v

-30 -20 -10 10 20 30
x

1

ã

ã

2
v

(a) (b)

-30 -20 -10 10 20 30
x

1

ã

ã

2
v

(c)

Figure 2.6: N = 1, k1 = 2, α1 = 0のときの Eq.(2.31)のグラフ. (a) n = −10, (b) n = 0, (c) n = 10.
([32], 図 5.3. 参考)

Fig.2.6は, N = 1, k1 = 2, α1 = 0での差分 Burgers方程式の衝撃波解 (2.36)の

グラフである. ただし, Eq.(2.36)は差分解なので, j ∈ Zとしてプロットしている.

Fig.2.4と Fig.2.6を比べれば, 連続極限で差分衝撃波解 (2.36)が衝撃波解 (2.31)に

一致することがわかる. また, N = 1のとき, 各時刻において j → −∞で vnj → 1,

j → ∞で vnj → ek1 となる. N = 2, k1 = 2, k2 = 3, α1 = α2 = 0のグラフが Fig.2.7

である.

ここから差分Burgers方程式を超離散化し,上記の衝撃波解がどのようになるか述

べる. 今, Eqs.(2.32), (2.33)はすべて正値な関数なので, ψn
j = 2−n exp(Ψn

j /ε), u
n
j =

exp{(Un
j − L/2)/ε}という変数変換を用いて三つの式に代入し，さらに ε → +0の

極限をとれば, Cole-Hopf変換と Burgers方程式の超離散化として, それぞれ以下の

超離散方程式 (2.37), (2.38)を得る. ただし, Lは定数である.

Un
j = Ψn

j+1 −Ψn
j +

L

2
(2.37)

Un+1
j = Un

j +min(Un
j−1, L− Un

j )−min(Un
j , L− Un

j+1) (2.38)
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Figure 2.7: N = 2, k1 = 2, k2 = 3, α1 = α2 = 0のときの Eq.(2.31)のグラフ. (a) n = −30, (b)
n = 0, (c) n = 30. ([32], 図 5.4.参考)

ここで, Eq.(2.38)を超離散Burgers方程式という. さて, Eq.(2.38)について, L, Un
j−1,

Un
j , U

n
j+1が全て整数ならば Un+1

j も整数となる. よって, Lが整数で Un
j の初期値が

全て整数であれば, それ以降の任意の時刻でUn
j は整数値を取ることが分かる. これ

は, 超離散方程式の代数構造がmax-plusであることに依っており, 一般的な超離散

方程式の性質である. すなわち, 従来の差分方程式では, 独立変数は離散である一方

で従属変数は連続であったのに対し, 超離散方程式では独立変数ならび従属変数が,

ともに離散値をとる. 超離散化の方法によって, 単に連続型の微分方程式が持つ性質

だけでなく, 全ての変数の差分化によって見られる新たな関係が議論できるのであ

る. 今, 超離散 Burgers方程式に対する衝撃波解を考えよう. Burgers方程式で導い

た方法と同様に考える. まず, 超離散反応拡散方程式である Eq.(2.26)の特解として

Ψn
j = Cj+Dn+Eの形のものを考える. ただし, C,D,Eは定数である. Eq.(2.26)に

代入すれば分かるように, 分散関係D = max(C,−C) = |C| を満たせば特解となる.

このとき, 超離散反応拡散方程式を導出した際に述べたように, Ci, Ei (i = 1 . . . N)

を定数として

Ψn
j = max(0, C1j + |C1|n+ E1, . . . , CNj + |CN |n+ EN) (2.39)

とすると, これも Eq.(2.26)の解となる. ただし, 0は C = E = 0という解を表して
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いる. したがって, 微分系で衝撃波解 (2.31)を導いた場合と同様に, Eq.(2.39)に超離

散Cole-Hopf変換 (2.37)を施せば, 超離散Burgers方程式の解として以下を得る.

Un
j = max(0, C1(j + 1) + |C1|n+ E1, . . . , CN(j + 1) + |CN |n+ EN)

−max(0, C1j + |C1|n+ E1, . . . , CNj + |CN |n+ EN) +
L

2
(2.40)

解 (2.40)が超離散Burgers方程式の衝撃波解である.
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Figure 2.8: N = 1, C1 = 2, E1 = 0のときのEq.(2.40)のグラフ. (a) n = −20, (b) n = 0, (c) n = 20.
([32], 図 5.5. 参考)

Fig.2.8は N = 1, C1 = 2, E1 = 0, L = 0のときの超離散 Burgers方程式の衝

撃波解 (2.40)を表したものである. このグラフから微分・差分方程式での衝撃波

解 Fig.2.4, Fig.2.6で見られた性質を再現できていることがわかる. しかしながら,

N = 2の場合, Fig.2.5, Fig.2.7で見られた, 二段に分かれていた衝撃波解が時間

が経つと一段になるという性質が保存されていない (Fig.2.9). 解 (2.40)において,

max{C1, C2, . . . , CN} = Cmaxとおくと, Cmax > 0ならば任意の時刻で j → ∞で
Un
j → L

2
+ Cmax, j → −∞で Un

j → L
2
となる. 一方, Cmax < 0では逆に j → −∞で

Un
j → L

2
+ Cmax, j → ∞で Un

j → L
2
となる. また, このときの速さは必ず 1になる.

続いて, 超離散Burgers方程式 (2.38)にのみ見られる, セルオートマトンとの関係

を議論する. 今, Eq.(2.38)の変数に対して ∀j, 0 ≤ Un
j ≤ Lであると仮定する. する
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Figure 2.9: N = 2, C1 = 2, C2 = 3, E1 = 10, E2 = 0, L = 0 のときの Eq.(2.40) のグラフ. (a)
n = −10, (b) n = 0, (c) n = 10. ([32], 図 5.6. 参考)

と, 次のステップ n + 1で ∀j, 0 ≤ Un+1
j ≤ Lが成り立つことを示すことができる.

さらに, 先に述べたが, もし Un
j が整数値のみを取るならば, その任意の時刻で整数

値を取り続ける事が分かっている. 以上から次のことが言える. すなわち, 初期時刻

n = 0でU0
j が 0からLまでの整数値を取るならば, 以降の任意の時刻nでUn

j は 0か

ら Lまでの整数値を取らなければならない. したがって, 超離散 Burgers方程式は,

初期値に制限を設けることによって ex1, 2と同様にセルオートマトンとなることが

分かる. 例えば, L = 1の場合, すなわち 0, 1を変数としたエレメンタリーセルオー

トマトンを考えてみよう. Un
j は各時刻 n, 位置 jで 0, 1のいずれかを取り, Eq.(2.38)

によって発展すると考える. これをセルオートマトンのルール表に置き換えれば

Un
j+1 U

n
j Un

j−1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

Un+1
j 1 0 1 1 1 0 0 0

となり, ルール番号 184を得る (Fig.2.10).

すなわち, Burgers方程式の超離散化は, セルオートマトンと密接に関係してい

る. Fig.2.10なるセルオートマトンは次の二つの性質をもつことが知られている. (1)

1(黒のセル)の個数が保存する. すなわち,
M∑
j=1

Un
j が nに依らず一定である. ただ

し, M は一周期分の jの個数である. (2) 十分時間が経った後では, セルオートマト
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j

n

Figure 2.10: エレメンタリーセルオートマトンルール 184(Eq.(2.38)のセルオートマトン解). 初期値
はランダムであり, 上から下へ時間発展している. (100×100ステップ)

ンは左もしくは右ずれのパターンに必ず落ち着く. この (1), (2)の特徴は, 超離散

Burger方程式 (2.38)を解析することで, 数学的に証明することができる [64]. また,

Eq.(2.38)の解釈として交通流モデルと関連付けられることが多く, 実際, 多くの交

通流シミュレーターの基礎となっている [68].

以上のように, 気体の衝撃波の方程式である Burgers方程式からセルオートマト

ンを基礎とした交通流モデルの方程式が導き出せるという結果は, ある意味で超離

散化が両者を同一視する助けをしており, また, 一般にある微分方程式とセルオート

マトンとを素直に結びつけるための手法であることも示している.

2.3 tropical 差分化を用いた超離散化の方法

前節では, 具体的に簡単な微分方程式に対する超離散方程式を導出した. また, 超

離散化を行う際に負の問題が存在することも示した. この節では, 後の章で与えられ

る非平衡, 非線形系における微分方程式の超離散化法の手法として, tropical 差分化

[39][40]に基づく超離散化の方法を紹介する.

2.3.1 tropical 差分化法

次の反応拡散方程式を考えよう.

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f(u)− g(u), (2.41)
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ただし, u = u(x, t) ≥ 0, Dは拡散係数, f, g ≥ 0である. ここで, Eq.(2.41)の超離

散方程式を得るためには, 適切な差分化をほどこして差分方程式を導く必要がある.

今,
un+1
j − unj
∆t

= D
unj+1 − 2unj + unj−1

(∆x)2
+ f(unj )− g(unj ) (2.42)

と方程式を差分化しよう. ここで, ∆t = t/n, ∆x = x/jとした. vnj = (unj+1+u
n
j−1)/2,

そして, f(unj ) − g(unj )を vnj (f(v
n
j )− g(vnj ))/(v

n
j +∆tg(vnj ))と置き換えて Eq.(2.42)

を整理すると, Eq.(2.41)の差分方程式

un+1
j = vnj

vnj +∆tf(vnj )

vnj +∆tg(vnj )
(2.43)

を得る. ただし, 簡単のためD∆t/(∆x)2 = 1/2とおいた. この差分化を tropical差

分化という. ここで, 差分方程式Eq.(2.43)には, 元の微分方程式Eq.(2.41)に表れて

いた負の問題がなくなっていることに注意しよう. すなわち, 超離散化可能な形に

なっている. したがって, Eq.(2.43)に変数変換

∆t = (1/2)n+1eT/ε, unj = (1/2)neU
n
j /ε, f(unj ) = eF (Un

j )/ε, g(unj ) = eG(Un
j )/ε (2.44)

をほどこし, 超離散化極限公式 Eq.(2.10)を用いると, 次の超離散方程式を得る.

Un+1
j = V n

j +max{V n
j , T + F (V n

j )} −max{V n
j , T +G(V n

j )} (2.45)

ここで, V n
j = max{Un

j+1, U
n
j−1}とした. このように, Eq.(2.41)の反応拡散方程式に

対して超離散方程式 Eq.(2.45)を導出することが可能である. 例えば, f, gとして

f(ϕ) = (α + β + γ)ϕ2 + αβγ, g(ϕ) = ϕ3 + (αγ + αβ + βγ)ϕ (2.46)

をとれば, Eq.(2.41)は Allen-Cahn方程式 [57]-[59]となる. この Allen-Cahn方程式

に対する超離散方程式は上記の tropical差分化を用いて導出することができ, その性

質も研究されている [40]. 中でも, 後に説明する超離散Allen-Cahn方程式に見られ

る超離散安定性 (Ultradiscrete stability)という性質は, 第 4章で見る反応拡散モデル

に対して超離散化を適用して得られる超離散方程式の安定性解析を行う際に重要に

なってくる.

ここで,超離散方程式Eq.(2.45)の tropical差分化を用いた導出過程における,変数

変換時の注意点について言及しておく. まず, 変数変換 (2.44)において, unj ,∆tにお

ける係数 (1/2)n及び (1/2)n+1は一般的に f, gの形に依存することに注意しよう.例

えば, もし f, g が共に k 次同次関数, すなわち f(λx1, λx2, . . . ) = λkf(x1, x2, . . . )

であるとすると, ∆t の係数を 2n(k−1)−1 にする必要がある. 実際, まず, f(unj ) =
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f((1/2)neU
n
j /ε) = ((1/2)n)kf(eU

n
j /ε)である. Eq.(2.43)から Eq.(2.45)の導出の際

の ∆tf(unj ) → (1/2)n+1eT/εf(eU
n
j /ε)となるには, ∆t = aeT/ε とすると a(1/2)nk =

(1/2)n+1から a = (1/2)n+1−nk = 2n(k−1)−1を得る.逆に, aをこのようにとれば, f, g

がk次同次関数においてEq.(2.43)からEq.(2.45)を超離散極限公式により導出するこ

とが可能である.もし, f, gが異なる次数の同次関数ならば,変数変換unj = (1/2)neU
n
j /ε

における係数 (1/2)nも変える必要がある.

この変数変換の議論において, ∆t = a(n)eT/εとなるとき, ∆tが nの関数である

ように見えてしまう. これは, 差分化の際に ex.2で見たような陽な差分化の一般式

Eq.(2.23)を用いているためであり [32], 以下に見る変数変換によって定数 a(n)を取

り除いて超離散化を考えることもできる. 今, D∆t/(∆x)2 = µとおこう. すると,

vnj = µ(unj+1 − 2unj + unj−1) + unj となる. 右辺中の負の項を消すため,

µ̃ =
1− 2µ

2µ
(2.47)

として µ̃を定義する. この µ̃を用いると, Eq.(2.41)からEq.(2.43)を導出した計算と

全く同様にして, Eq.(2.41)の差分方程式

un+1
j = ṽnj

ṽnj +∆tf(ṽnj )

ṽnj +∆tg(ṽnj )
, (2.48)

を得る. ただし, ṽnj =
1

2(1 + µ̃)
(unj+1 + unj−1 + 2µ̃unj )である. さらに, Eq.(2.48)に変

数変換

∆t = eT/ε, unj = eU
n
j /ε, f(unj ) = eF (Un

j )/ε, g(unj ) = eG(Un
j )/ε (2.49)

を施し, ε → +0とすれば, Eq.(2.45)の形の超離散方程式を得る. ただし, この場合

V n
j = max{Un

j+1, U
n
j−1,M + Un

j } −max{0,M} である.

第 3章以降に出てくる tropical差分化を用いた超離散化方程式は, 変数変換の際

に指数関数の前に nを変数とする係数がついている. これは, 上記のように差分化の

際に出てくる問題であり, nに依存しない形にすることができる. ただし, その際に

超離散化方程式に余分な項max{0,M}が加わる. しかしながら, 第 3章以降に出て

くる超離散化方程式中のMはM ≤ 0であることが要求されるため, max{0,M} = 0

となり, この付加的な項は無視される.

さて, tropical差分化を用いて超離散方程式を導く際の変数変換については, 別の

問題が存在する. そもそも差分方程式は∆tを 0に近づけるに従って元の微分方程式

に近づかなければならない. しかしながら, 今, ∆t = eT/εなる変数変換を考えている

が, 差分方程式から超離散方程式への移行の際に ε→ 0とすると, もし T > 0であれ

ば∆t = eT/εは上に発散してしまう. すなわち, T → −∞でなければ, 超離散化の際
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に元の微分方程式の情報は失われてしまうように思われる. ところが,もしEq.(2.45)

の第二,三項目が無視できるほどT を小さくとると, Eq.(2.45)は単なる超離散拡散方

程式Eq.(2.26)へ帰着する. すなわち, もとの反応拡散方程式の f(u)− g(u)の効果が

無視されてしまう. したがって, T は関係式T > V n
j −F (V n

j )またはT > V n
j −G(V n

j )

を満たす必要がある. このとき, 元の方程式の性質を保った超離散方程式の解が存在

する [40]. 以上の点は, tropical差分化を用いた超離散化の方法に特有の問題であり,

今後, 解決が期待される. なお, T を大きくとれば, 元の方程式の性質を保った超離

散方程式の解が存在するという特徴は本論文中第 3章以降で述べるモデルにもあて

まる.

2.3.2 Langevin方程式の超離散化

最後に, tropical 差分化にもとづく超離散化の例をもう一つ述べる.

ex.3 : ex.2で, 非平衡緩和過程における超離散化方程式を議論した. 物理的には,

Eq.(2.20)は xが平均的揺らぎにくらべ大きいときにのみ正しい. それ以外の一般の

xに関しては, 方程式を
dx

dt
= −x

τ
+ y (2.50)

としなければならない. ここで yはノイズを表す量であり, その平均値は 0, 異なる

時刻間では相関がない. すなわち, 次の条件を満たす.

< y >= 0, < y(t)y(t′) >=
2T

τ
δ(t− t′) (2.51)

ただし, T は系の温度で, δ(x)は δ関数である. また, <>は yのあるあゆる実現に関

する平均を表している. このような方程式 (2.50)は Langevin方程式 [60][61]と呼ば

れ, 統計力学で熱ゆらぎを考える際の基本的な方程式として知られている.

この Langevin方程式 (2.50)の超離散方程式を tropical差分化を用いて導出して

みよう. まず, Eq.(2.50)に対する差分方程式を

xn+1 − xn

∆t
= −x

n

τ
+ yn (2.52)

とする. ここで, ynは

< yn >= 0, < ynyn
′
>=

2T

τ
(∆t)−1δnn′ (2.53)

を満たす. ただし, δnn′ = 0 (n ̸= n′),= 1 (n = n′)でクロネッカーの δである. ノ

イズ ynは負の値も取り得ることに注意する. 実際, (2.53)から yの平均は 0なので,
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正;負どちらの方向にもゆらぎが発生している. したがって, 差分方程式Eq.(2.52)に

は負の問題が存在し, ex.2で行ったEq.(2.21)の導出と同様に議論することはできな

い. そこで, tropical差分化を適用しよう. 今, ノイズ yを正と負のノイズの絶対値数

yn+, y
n
− > 0を用いて

yn = yn+ + (−yn−) (2.54)

と表す. これを Eq.(2.52)に代入して整理すると,

xn+1 = (1− β)xn +
∆t(1− β)xn(yn+ − yn−)

(1− β)xn +∆tyn−

=
(1− β)2(xn)2 +∆t(1− β)xnyn− +∆t(1− β)xnyn+ −∆t(1− β)yn−x

n

(1− β)xn +∆tyn−

= (1− β)xn
(1− β)xn +∆tyn+
(1− β)xn +∆tyn−

を得る. ただし, β = ∆t/τ である. ここで以下の変数変換を行う.

1− β = eB/ε(> 0), xn = eX
n/ε, ∆tyn± = eΞ

n
±/ε (2.55)

さらに, 超離散化極限公式 Eq.(2.10)を用いて超離散方程式

Xn+1 = B +Xn +max{B +Xn,Ξn
+} −max{B +Xn,Ξn

−} (2.56)

を得る. これが Langevin方程式に tropical差分化を適用して導出した超離散方程式

である.

次に,

Ξn = Ξn
+ − Ξn

− (2.57)

なる記号Ξnを導入して,超離散方程式 (2.56)のダイナミクスを見てみよう. Eq.(2.56)

の第二, 三項のmax{B +Xn,Ξn
±}から, B +Xn ≷ Ξn

±の四通りの場合が存在するこ

とがわかる. それぞれの場合についての時刻nからn+1の状態遷移を以下に述べる.

1 : B +Xn > Ξn
±のとき, Eq.(2.56)は

Xn+1 = B +Xn +max{B +Xn,Ξn
+} −max{B +Xn,Ξn

−} = B +Xn

となる. B < 0であったので, Xn+1 = B +Xn < Xnとなる. これは, ex.1で述

べた超離散方程式 (2.21)のダイナミクスに一致する. すなわち, nから n+ 1へ

の遷移で傾きBの分だけ状態Xnが小さくなる.

2 : Ξn
− < B +Xn < Ξn

+のとき, Eq.(2.56)は
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Xn+1 = B +Xn +max{B +Xn,Ξn
+} −max{B +Xn,Ξn

−}
= B +Xn + Ξn

+ − (B +Xn) = Ξn
+

となる. すなわち, Xn+1 = Ξn
+ > B +Xnなので, Ξn

+のノイズによって本来の

位置B +Xnより少し大きい値へと遷移する. このとき, 0 < Ξn
+ − Ξn

− = Ξnと

なっている.

3 : Ξn
+ < B +Xn < Ξn

−のとき, Eq.(2.56)は

Xn+1 = 2(B +Xn)− Ξn
−

となる. ここで, B +Xn −Ξn
− < 0なので, Xn+1 < B +Xnとなる. つまり, Ξn

−

のノイズによって本来の位置B+Xnより少し小さい値へと遷移する. また, こ

のとき Ξn < 0である.

4 : B +Xn < Ξn
±のとき, Eq.(2.56)は

Xn+1 = B +Xn + Ξn

となる. このとき, Ξn
±の大小によってΞnの正負が決まる. したがって, Xn+1 ≷

B +Xnは確率的に決まる.

これら四つのダイナミクスを Fig.2.11に図示した. これらの中で, 2, 3の状態遷

移は Langevin方程式 (2.50)の y > 0または y < 0に対する状態遷移に一致する. 今

回はさらに二つの場合 1, 4が存在している. これは, 超離散方程式 (2.56)を考える

ことで方程式の解が増えることを意味している. この性質は, 後の章で見る超離散方

程式にも現れており, 超離散化によって元の方程式が示すパターンより多くのパター

ンを導く. 超離散方程式 (2.56)は, 初期値X0から負の方向に進みたい一方, ノイズ

の効果によって上下に揺れながら時間発展する. この意味では, ノイズ Ξnに非常に

依存したダイナミクスであり, 元のLangevin方程式のダイナミクスに類似している.

ここで, Eq.(2.56)と１次元 RandomWalkとの関係性について見ていこう [62][63].

１次元のRandom Walkとは, １次元格子状の粒子が単位時間ごとに右か左に等確率

で a(> 0)格子分移動する運動である. 通常は a = 1としている. また, 右に動くか左

に動くかは, それ以前の運動には依らない. すなわち, 各運動間に相関は存在しない.

今, Eq.(2.56)の解として 1次元 Random Walkを再現できるものがあるかを見てい

くことにする. まず, ∆t → 0から β ∼ 0. したがって, Eq.(2.55)からB ∼ 0を仮定

する. また, ノイズ Ξn
+,Ξ

n
−(≥ 0)をそれぞれ次のように与えよう.

Ξn
+ =

{
a+Xn (p = 1

2
)

Xn (1− p = 1
2
)
, Ξn

− =

{
Xn (p = 1

2
)

a+Xn (1− p = 1
2
)

(2.58)
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n n+1

Xj
n

B+Xj
n

�n

��-
n+2(B+Xj
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n

�n+B+Xj
n

Figure 2.11: 超離散方程式 (2.56)の nから n+ 1への状態遷移

ここで, p = 1/2は確率 1/2を表す. すなわち, Ξn
±は等確率で a + XnもしくはXn

を返す. すると, Eq.(2.57)から

Ξn =

{
a (p = 1

2
)

−a (1− p = 1
2
)

(2.59)

を得る. このとき, Eq.(2.56)は

Xn+1 = Xn +max{Xn,Ξn
+} −max{Xn,Ξn

−} = Xn + Ξn
+ − Ξn

−

となり, したがって

Xn+1 = Xn + Ξn (2.60)

なる簡単な差分方程式に帰着される. Eq.(2.60)の状態遷移 (Fig.2.12)を考えれば, こ

の運動は変数XnにおけるRandom Walkそのものを再現する. したがって, Langevin

n n+1

Xj
n

Xj
n

��Xj
n

��Xj
n (p = ½)

(p = ½)

Figure 2.12: 超離散方程式 (2.60)の nから n+ 1への状態遷移
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方程式を tropical差分化を用いて超離散化した Eq.(2.56)において, その解は直接 1

次元Random Walkすることが示された.

その他にも, Eq.(2.56)のダイナミクスの中の 1番目を考えると, 1次元 Random

Walkに対してさらにその場に留まる確率を有するダイナミクスも再現できる. この

ように, 従来の Langevin方程式では直接関係づけれないような現象に対して, 超離

散化した方程式はその現象のダイナミクスを解として再現する場合がある.

現段階では, 差分Langevin方程式 (2.52)におけるノイズ ynとΞnとの関係は明確

にはわかっていないため, Eq.(2.56)のダイナミクスにどのようなノイズ Ξnが関係

してくるかはわからない. 特に, Eq.(2.52)においては, ノイズ ynに対して揺動散逸

関係 (2.53)が成立していた. しかし超離散化 (2.56)においてΞnに対する揺動散逸関

係が存在するかどうか不明である.

ex.3は非平衡緩和過程に対する超離散化の適用例としてとりあげた. しかしなが

ら, ex.1の最後に行った議論と同様, 物理的に元の Langevin方程式を完全には再現

できていない. また, 超離散極限公式を適用した後の揺動散逸関係もまだ解ってい

ない. しかしながら, 類似点が存在することも事実である. 注意として, 超離散方程

式 (2.56)はセルオートマトン化ができない. したがって, 後の章で見るセルオートマ

トンとの対応関係を議論することはできない. また, 通常は Langevin方程式に対し

フーリエ変換を施し, スペクトルを見て議論を展開していくが, これに対応する超離

散方程式の解析方法は解っていない. このように超離散法の, 非平衡, 非線形系への

適用はいまだ確立されていない.



Chapter 3

大域的かつ非対称局所的に相互作用し
た双安定素子集団の確率セルオートマ
トンに基づく考察

本章から, 具体的に非平衡統計力学, 非線形動力学に基づく物理モデルに対して超

離散化法を適用し, 解析を行う. まずはじめに, 大域的かつ非対称局所的に相互作用

した双安定素子集団のパターン現象に対して考察する. この現象に対して既に報告

されている力学系モデルから超離散モデルを導出し, その得られた超離散方程式が

生み出す確率セルオートマトンに対して解析を行う.

3.1 Introduction

粘着テープ剥離実験において, Fig.3.1に例示されるパターン形成が起こることが

知られている [69][70]. また, パラメータを変えると形成されるパターンが変化する

ことも知られている. このようなパターン形成のダイナミックスは, 次の四つの特徴

を合わせ持つ力学系モデルのダイナミックスと考えることができる [71].

1)双安定性, 2)非対称局所的相互作用, 3)大域的相互作用, 4)ノイズ

これらの性質を示す力学系の方程式として, 次の微差分方程式が提案されている.

dϕj

dt
= −(ϕj−α)(ϕj−β)(ϕj−γ)+D{θ(ϕj+1−ϕj)+θ(ϕj−1−ϕj)}−(ϕ̄−V )+ξj (3.1)

ここで, ϕj > 0 (j = 1 ∼ N)は状態変数, D,V, α, β, γは定数 (α < β < γ), θ(x) =

x (x > 0), 0 (x ≤ 0), ϕ̄ = 1
N
ΣN

j=1ϕj, そして ξjはノイズである. 右辺第 1項は双安定

性を表しており, 第 2項が非対称局所的相互作用を表し, 第 3項が大域的相互作用を

表す部分である. 以下に, 粘着テープ剥離実験に基づいて Eq.(3.1)を説明する.

36
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Figure 3.1: 粘着テープ剥離実験でみられるパターン. (a) V = 0.8 mm/min, (b) V = 1.0 mm/min.
V は粘着テープを引きはがす速度である. ([70], Fig.11)

Figure 3.2: 粘着テープ剥離実験模式図. 黒い矢印は, パターンを観察する方向を示している. ([70],
Fig.2)

まず粘着テープの剥離実験から得られた結果を簡単に述べる. 実験の詳細は文献

[70]を参照されたい. この実験状況は Fig.3.2に示した. 実験に用いるパラメータは

テープを剥がす速度 V とばね定数 k (または剥がす力 F )であり, これらのパラメー

タを変えることで, 剥離されるテープの前方部分 (peeling front)の状態が二つの特

徴的な状態を取ることが観測された [72][73](Fig.3.3). Fig.3.3において, 左側の図を

トンネル構造をもつ状態A, 右側の図をトンネル構造がない状態Bとして定義する.

実験結果として, パラメータ V, F とA,Bとの関係が Fig.3.4の V − F 曲線のグラフ

として得られている. 注目すべきは, kの値が小さい左二つの図では V ∼ 1mm/min

で状態A,Bが交互に振動して現れる領域が存在するという点である [74][75]. この

領域は kの値が大きくなるにつれて減少し, やがて無くなって, 二つの状態A,Bが

混在する状態となる (一番右の図). kと V の関係をまとめた相図が Fig.3.5である.

V ≲ VLの領域に一様にトンネル構造が現れ (A), VH ≲ V の領域ではトンネル構造

j 

n 
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Figure 3.3: 剥離されるテープの前方部分 (peeling front)の状態. (a) V = 0.4 mm/min, (b) V = 3.0
mm/min. ([70], Fig.6)

Figure 3.4: V − F グラフ. (a) k = 2.9× 102 N/m, (b) k = 1.7× 103 N/m, (c) k = 2.4× 104 N/m.
([70], Fig.3)

は完全に消える (B). VL ≲ V ≲ VHの領域では, kが小さいと振動状態となり (C), 大

きいと混合状態となる (D).

次に, この実験結果について力学系モデルでの解釈を試みる. そこで, 次の二つ

の方程式を用いて実験をとらえる. 1.剥離部分 (peeling front)の運動方程式, 2.剥

離内部状態の時間発展方程式である. まず, 剥離部分の運動方程式について考える.

Fig.3.2を簡略化して考え, peeling front 部分の位置を sとし, Fsをばねの力, Faを

粘着力とする. 今の場合 V =const としているので Fs − Fa = 0となっている. す

なわち, ばねの力と粘着力は釣り合っている. 時刻 t = 0における初期条件として,

s = 0, Fs = 0を与えると, 時刻 tで Fs = k(V t− s)となる. ここで, V t− sはばねの

伸びである. また, 粘着力 FaをΣjϕj ṡ とおこう. すると, 運動方程式 (釣合の式)は

k(V t− s) = Nϕ̄ṡ (3.2)
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Figure 3.5: V − k相図. ([70], Fig.8)

となる. ただし, ϕ̄は ϕの平均
Σjϕj

N
であり, ϕjは摩擦係数を意味する. つづいて, 剥

離の内部状態を考える. 剥離部分同様, ϕj を摩擦係数と見て, その時間微分 ϕ̇j を次

のように仮定する.

ϕ̇j = −fint(ϕj)− fext + ξj (3.3)

ただし, fint(ϕj)は系を定常状態 (ϕ̇j = 0)にする内部の項で, これについては後述す

る. また, fext は外力項, ξj はノイズである. 今回の実験において外力項は, テープ

を剥がす力によって生ずるものであり, したがって, 剥離部分の運動方程式を導く際

の議論から, 粘着力として対応させることができる. よって, fext = ϕ̄(ṡ − v∗)とす

る. ただし v∗は定数である. ここで, 力で方程式を表すため sから uへの変数変換

u ≡ k(V t− s)/N を行うと, Eq.(3.2)及び Eq.(3.3)は

τ u̇ = V − u/ϕ̄ (3.4)

ϕ̇j = −fint(ϕj) + ϕ̄v∗ − u+ ξj (3.5)

となる. ここで, τ = N/kである. さて, 今ばねがとても固いと考えよう. すなわ

ち, ばね定数 kが非常に大きい場合を考える. すると, τ → 0であり, Fig.3.5からわ

かるように, 系は混合状態 (D)となる. このとき, Eq.(3.4)は u = V̄ となることから

Eq.(3.5)に統合することができ, 次の ϕだけで閉じた式を得る.

ϕ̇j = −fint(ϕj) + ϕ̄− V + ξj (3.6)

ただし, ϕ̄(v∗ − V )を ϕ̄− V とおいた. さて, このEq.(3.6)の第一項目 fint(ϕj)につい

て考えよう. 先に記したように, 今回の粘着テープ剥離実験においては, その剥がれ
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方にはトンネル構造があるかないかの二種類の安定状態がある. この双安定状態に

対して, ϕj = αであるときトンネル構造があり, ϕj = γであるときトンネル構造が

ないときの状態と定める. このとき, トンネル構造の有無によって剥がれ易さが異な

るという実験事実を反映し, 摩擦係数である ϕjとトンネル構造との対応関係を仮定

している. この事実は非線形動力学の観点から−(ϕ− α)(ϕ− β)(ϕ− γ)が ϕの時間

微分に等しいとしてモデル化される. ただし α < β < γである. さらに, トンネル構

造は近傍にトンネル構造がないとき, 周りに引っ張られてトンネル構造が壊れてな

くなり, 逆は起こらないという実験事実が確認された (Fig.3.6). これを再現するた

め, θ(x) = max{x, 0}, x ∈ R1なる関数を用いて θ(ϕj+1 − ϕj) + θ(ϕj−1 − ϕj)を考え

る. これらを fint(ϕj)の項として Eq.(3.6)に取り込むことできる. 以上より, 力学系

モデル Eq.(3.1)を得る.

Figure 3.6: トンネル構造近傍のダイナミクス. 剥離状態は (a)から (c)へ進行しており, (b), (c)は
それぞれ (a), (b)から 3秒後の状態である. また, 各状態において白い矢印によって界面を表してお
り, 剥離界面の上の部分がトンネル構造が存在している部分, 下の部分がトンネル構造が壊れている
部分に対応する. ([70], Fig.17)

ここで, Eq.(3.1)のダイナミクスを簡単に述べる. Eq.(3.1)は, 特徴的な二種類の

振る舞いをする.

(i) 非対称局所的な相互作用が原因となって, 安定点αにある状態 ϕj(≈ α)がもう一

つの安定点 γへ変化していく. すなわち, ϕj ≈ γとなり, 状態 γの割合が増加す

る. この ϕj の変化は大域的相互作用とノイズには無関係である. よって, もし

非対称局所的相互作用のみ状態に作用するならば, たちまち全ての ϕjは γのみ

となる.

(ii) しかしながら, γに近い値をもつ状態の割合がV の関数として与えられるある閾

値を超えると, 大域的相互作用とノイズの効果により, 確率的に ϕjは αに引き

戻される. したがって, 大域的相互作用の存在によって ϕ̄は一定値に保たれる.
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この力学系モデルは冒頭で述べた四つの特徴をもつ双安定素子集団のダイナミクス

を再現できることが知られており, パラメータ V を変えることで Fig.3.1で見たパ

ターンを再現することができる.

ところで, Eq.(3.1)に基づく力学系モデルの性質は,発見的に得られたセルオートマ

トンモデルによっても表現することができる [76]. 本論文では,このセルオートマトン

モデルを“Y12”モデルと呼ぶ. Y12モデルにおいて,離散時刻n,位置 j (j = 1, . . . , N)

の状態 cnj は 0または 1の値をとる. これは, 状態が双安定であることを意味する. ま

た, 非対称局所的相互作用として, cnj = cnj+1 = cnj−1 = 0ならば cn+1
j = 0, それ以外

の場合は cn+1
j = 1 となるよう仮定する. これはエレメンタリーセルオートマトンの

ルール 254として知られる時間発展ルールと同じである. 大域的相互作用とノイズ

の効果は, 以下の確率ルールとして一緒に取り入れられる. 今, cnj の jが 1からN ま

での位置平均 c̄n =
1

N

N∑
j=1

cnj と, この平均値を規制するようなパラメータ rを考え,

以下のルールを与える. 確率 1− r

c̄n
で 1であった状態は 0になる. 確率

r − c̄n

1− c̄n
で 0

であった状態は 1になる. Y12モデルでは, ある離散時刻 nの状態 cnj (j = 1, . . . , N)

に対してまずエレメンタリーセルオートマトンのルール 254を適用する. その後, 上

記の確率ルールを同じ時刻 nの間に適用させる. この手順でセルオートマトンの時

間発展規則を考える. Fig.3.7は, Y12モデルにおいて r = 0.1, 0.3のセルオートマト

ンの時空間パターンを表している. このパターンは, Fig.3.1でみたパターンと統計

的に同値であることが示されており [76], それゆえY12モデルもまた, 非対称局所的

及び大域的に相互作用した双安定素子集団のダイナミクスをセルオートマトンとし

て再現している. さらにこのモデルは, この章の 3, 4節にて後述されるように, パラ

メータ rをEq.(3.1)における V とみなすことによって力学系モデルと数学的に関係

している.

このように,双安定性,非対称局所的相互作用,大域的相互作用,そしてノイズをも

つ現象を再現するモデルとして, Eq.(3.1)に基づく力学系モデルと, エレメンタリー

セルオートマトンのルール 254及び確率ルールに基づくセルオートマトンモデルと

いう, 異なる二つのモデルが存在する. すなわち, この現象においては, 非線形動力学

における微分方程式とセルオートマトンが密接に関係している. しかしながら, これ

まで Eq.(3.1)からのセルオートマトンモデルの数学的導出は明確になっていなかっ

た. そこでまず, 第 2章で説明した tropical差分化を用いた超離散化法, 及び, 確率関

数に基づく確率ルールを用いて, Eq.(3.1)からmax-plusで構成されている確率モデ
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(a) (b)

Figure 3.7: Y12モデルの時空間パターン. (a) : r = 0.1, (b) : r = 0.3. 上から下へ時間発展している.
(512×512ステップ)

ルの導出を行う.

3.2 超離散方程式及び確率関数に基づく確率セルオートマトンモデ
ルの導出

この節では, 力学系モデルにおける微差分方程式 Eq.(3.1)から, 確率セルオートマ

トンモデルの導出を行う.

3.2.1 非対称局所的相互作用に対する超離散方程式の導出

最初に, 前節で述べたEq.(3.1)のダイナミクス (i)に超離散化法を応用する. まず,

Eq.(3.1)の右辺第一, 二項に着目し, 以下の差分方程式を考える.

ϕn+1
j − ϕn

j

∆t
= f(ϕn

j )− g(ϕn
j ) +D{θ(ϕn

j+1 − ϕn
j ) + θ(ϕn

j−1 − ϕn
j )} (3.7)

ここで f と gは

f(ϕ) = (α + β + γ)ϕ2 + αβγ, g(ϕ) = ϕ3 + (αγ + αβ + βγ)ϕ (3.8)

として定義されている. Eq.(3.7)中の関数 θに注意して, ϕn
j+1 > ϕn

j かつ ϕn
j−1 > ϕn

j

なる場合を考えよう. このとき, Eq.(3.7)は

ϕn+1
j − ϕn

j

∆t
= f(ϕn

j )− g(ϕn
j ) +D(ϕn

j+1 − 2ϕn
j + ϕn

j−1) (3.9)

j 

n 

j 

n 
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となる. Eq.(2.41)に対する tropical差分化と同様に, Eq.(3.9)に対して tropical差分

化を適用すると,

ϕn+1
j = wn

j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )
(3.10)

なる,負の項を含まないEq.(3.9)の差分方程式を得る. ただし, wn
j = µ(ϕn

j+1+ϕ
n
j−1)+

(1− 2µ)ϕn
j であり, µ = D∆tとおいた. 全く同様に, 以下の差分方程式を ϕjと ϕj±1

の大小関係の場合分けによって得る.

ϕn+1
j = ϕn

j+1

ϕn
j+1 +∆tf(ϕn

j )

ϕn
j+1 +∆tg(ϕn

j )
, (ϕj+1 > ϕj, ϕj−1 ≤ ϕj) (3.11)

ϕn+1
j = ϕn

j−1

ϕn
j−1 +∆tf(ϕn

j )

ϕn
j−1 +∆tg(ϕn

j )
, (ϕj+1 ≤ ϕj, ϕj−1 > ϕj) (3.12)

ϕn+1
j = ϕn

j

ϕn
j +∆tf(ϕn

j )

ϕn
j +∆tg(ϕn

j )
, (ϕj+1 ≤ ϕj, ϕj−1 ≤ ϕj) (3.13)

これらEq.(3.10)-Eq.(3.13)の中に負の項は存在しない. したがって, 超離散化の方法

を適用することができる. 変数変換
∆t = eT/ε/(µn+1)2, ϕn

j = µneU
n
j /ε,

α = µn+1eA/ε, β = µn+1eB/ε, γ = µn+1eΓ/ε,

(1− 2µ)/µ = eM/ε, (1− µ)/µ = eM
′/ε

(3.14)

を行った後, 超離散極限公式 (2.10)を用いて差分方程式 Eq.(3.10)-Eq.(3.13)を超離

散化する. 以下に各場合を示す.

(i) ϕn
j+1 > ϕn

j かつ ϕn
j−1 > ϕn

j の場合. これは変数変換 (3.14)から Un
j+1 > Un

j かつ

Un
j−1 > Un

j の場合となる. このとき, f と gを Eq.(3.10)に代入して

ϕn+1
j = wn

j

wn
j +∆t{(α + β + γ)(wn

j )
2 + αβγ}

wn
j +∆t{(wn

j )
3 + (αγ + αβ + βγ)(wn

j )}
(3.15)

を得る. Eq.(3.15)は, 変数変換 (3.14)を用いて

Un+1
j = ε log

[(
eU

n
j+1/ε + eU

n
j−1/ε + e(M+Un

j )/ε
)

+eT/ε
{(
eA/ε + eB/ε + eΓ/ε

) (
eU

n
j+1/ε + eU

n
j−1/ε + e(M+Un

j )/ε
)2

+ e(A+B+Γ)/ε

}]
−ε log

{
e0/ε + eT/ε

(
eU

n
j+1/ε + eU

n
j−1/ε + e(M+Un

j )/ε
)2

+ e(A+B)/ε + e(A+Γ)/ε + e(Γ+B)/ε

}
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と書くことができるので, 超離散極限公式 (2.10)を用いて以下の超離散方程式

を得る.

Un+1
j = max{W n

j , T +max(A+ 2W n
j , B + 2W n

j ,Γ + 2W n
j , A+B + Γ)}

−max{0, T +max(2W n
j , A+B,A+ Γ, B + Γ)}

(3.16)

ただし, W n
j = max(Un

j+1,M + Un
j , U

n
j−1)である. ここで, 方程式 (3.16)は

Eq.(2.45)においてF (U) = max(A+2U,B+2U,Γ+2U,A+B+Γ)と置いたも

のと同じ形をしており,さらにG(U) = max(3U,A+B+U,A+Γ+U,B+Γ+U)

とおき, Aを−∞, Γを 0とおけば, 超離散Allen-Cahn方程式と同じ形になる.

さらにA < B < Γを考慮すれば, Eq.(3.16)は次のようになる.

Un+1
j = max{W n

j , T+max(Γ+2W n
j , A+B+Γ)}−max{0, T+max(2W n

j , B+Γ)}
(3.17)

その他の場合についても, 同様に計算することにより超離散方程式を導出する

ことができる. 以下にそれらを列挙する.

(ii) Un
j+1 > Un

j かつUn
j−1 ≤ Un

j の場合, 差分方程式Eq.(3.11)から次の超離散方程式

を得る.

Un+1
j = max{Ln

j , T +max(Γ+2Ln
j , A+B+Γ)}−max{0, T +max(2Ln

j , B+Γ)}
(3.18)

(iii) Un
j+1 ≤ Un

j かつ Un
j−1 > Un

j の場合, 差分方程式 Eq.(3.12)から次の超離散方程

式を得る.

Un+1
j = max{Rn

j , T+max(Γ+2Rn
j , A+B+Γ)}−max{0, T+max(2Rn

j , B+Γ)}
(3.19)

(iv) Un
j+1 ≤ Un

j かつ Un
j−1 ≤ Un

j の場合, 差分方程式 Eq.(3.13)から次の超離散方程

式を得る.

Un+1
j = max{Un

j , T +max(Γ+2Un
j , A+B+Γ)}−max{0, T +max(2Un

j , B+Γ)}
(3.20)

ここで, Ln
j = max(Un

j+1,M
′ + Un

j ), R
n
j = max(M ′ + Un

j , U
n
j−1)である. これら四つ

の方程式 (3.17)-(3.20)がEq.(3.1)の非対称局所的相互作用項と双安定項に対する超

離散化方程式である.
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3.2.2 双安定性及び セルオートマトンルール 254

次に, 3.2.1で得られた超離散方程式 (3.17)-(3.20)における双安定性について考察す

る. ここで,数学的に定義された超離散方程式における双安定性 (超離散安定性)につい

ては,第 4章を参照されたい [77]. 今, ϕ0
j ∈ [α, γ]と仮定しよう. すなわちA ≤ U0

j ≤ Γ

とする. 加えて, パラメーター T の条件として, T ≥ max{0,−(A + B + Γ)}としよ
う. このとき, 以下の命題が成り立つ.

[命題]　任意の初期値に対する超離散方程式 (3.17)-(3.20)の解は,

ある有限時刻の後, 必ず二つの状態に落ち着く.

すなわち, ∀U0
j ∈ [A,Γ]に対して, 最終的に解はAもしくは Γとなる. このことを証

明しよう. Eq.(3.20)の場合について, ∀U0
j ∈ [A,

A+B

2
]に対して,

U1
j = max[U0

j , T +max(Γ + 2U0
j , A+B + Γ)]−max[0, T +max[2U0

j , B + Γ]]

= max[U0
j , T + A+B + Γ]−max[0, T +B + Γ]

= T + A+B + Γ− (T +B + Γ) = A (3.21)

ただし, T ≥ −(A+B + Γ)を用いた. ∀U0
j ∈ [

A+B

2
, B]に対しては, Eq.(3.21)と同

様の計算から, U1
j = 2U0

j − B(< U0
j )を得る. したがって, ある時刻 n0が存在して

A < Un0−1
j <

A+B

2
となる. すると, 次の状態は Un0

j = Aとなる. 同様に, U0
j < A

のときもAに収束することを示すことができる. 続いて, Γに収束する場合を考えよ

う.
B + Γ

2
<∀ U0

j < Γを考える. すると

U1
j = max[U0

j , T +max(Γ + 2U0
j , A+B + Γ)]−max[0, T +max[2U0

j , B + Γ]]

= max[U0
j , T + 3Γ]−max[0, T + 2Γ]

= T + 3Γ− (T + 2Γ) = Γ (3.22)

を得る. もし ∀U0
j ∈ [B <

B + Γ

2
]とすると, U1

j = 2U0
j − B(> U0

j )を得る. したがっ

て, Aに収束する場合と同様に, ある時刻 n0が存在して
B + Γ

2
< Un0−1

j < Γとな

る. すると, 次の状態は Un0
j = Γとなる. U0

j > Γの場合も同様であることから, 結

局, Eq.(3.20)において, 任意の U0
j に対して必ずある有限時刻があり, Aもしくは Γ

に収束することが分かった. 続いて Eq.(3.17)-Eq.(3.19)について考える. この場合,

W n
j , L

n
j , R

n
j の存在によって, Eq.(3.20)において行った議論は多少の修正を受けるだ

ろう. しかしながら, もしパラメーターM,M ′がM,M ′ < A− Γなる不等式を満た

していれば, Eq.(3.20)で行った議論とまったく同様に命題を証明することができる.

実際, W n
j ≡ max{Un

j+1, U
n
j +M,Un

j−1} = max{Un
j+1, U

n
j−1}, Ln

j = Un
j+1, R

n
j = Un

j−1



CHAPTER 3. 大域的かつ非対称局所的に相互作用した双安定素子集団の確率セルオートマトンに基づく考察46

となるため, 上記の議論のUn
j をW n

j , L
n
j , R

n
j と置き換えることができるためである.

以上で証明が終わる. この証明から, Eq.(3.17)-Eq.(3.20)の解がAもしくはΓに収束

するというダイナミクスは, 対称であることがわかる.

ここで, M,M ′ < A − Γなる不等式の物理的意味を考えるために, 2.3で述べた

Allen-Cahn方程式, すなわち, Eq.(3.8)を Eq.(2.41)に代入した

∂u

∂t
= D∇2u− (u− α)(u− β)(u− γ) (3.23)

なる方程式について考察しよう [78][79]. 拡散係数Dによる局所的な効果によって,

Eq.(3.23)は u = αと u = γ とを結びつける単調増加関数を解にもつ. 以下にそ

の導出を述べる. 今, 一定速度 vで進む進行波解を考え, その界面の位置を xとし,

z = x− vtとおく. この変換を Eq.(3.30)に行うと,

−vu′ = Du
′′ − (u− α)(u− β)(u− γ) (3.24)

を得る. ここで, 系の対称性を考えて u =
1

2
(φ+ α− γ)と変換すると, Eq.(3.24)は

−vφ′ = Dφ
′′ − 1

4
(φ2 − (α− γ)2)(φ+ α + γ − 2β) (3.25)

となる. Eq.(3.25)の特別な場合として, v = 0, β = (α+ γ)/2を考える. Eq.(3.25)は

4Dφ
′′
= φ3 − (α− γ)2φ (3.26)

となり, 解として

φ = α− γ tanh
z(α− γ)

2
√
2D

(3.27)

を得る. また, v ̸= 0, β ̸= (α + γ)/2の時は Eq.(3.27)を仮定して Eq.(3.25)を計算す

る. 最終的に, 変数を uに戻して以下を得る.

u =
1

2
[α + γ − (α− γ) tanh

z(α− γ)

2
√
2D

] (3.28)

v = 3
√D

2
(α + γ) (3.29)

解 (3.28)から明らかなように, もしDを小さくしていけばこの解の αから γへの上

がり方は急激になり, 近似的に uは αと γの二値をとる関数となる. ここで, M,M ′

は変数変換 (3.14)によってDと関連付けられている. したがって, A−Γは系の状態

が双安定かどうかを決める, M,M ′に対する閾値を与えている.

次に, 超離散方程式 (3.17)-(3.20)とセルオートマトンとの対応を考える. 第 2章

で述べたように, 一般に超離散方程式の解がセルオートマトンとして表せるかどう

かはわからない. しかしながら, ここで考えている超離散方程式は, A,Γに対する双
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安定性をもっていることから, この二値を変数としたセルオートマトンへの対応が

可能となる. すなわち, A,Γ, U0
j を整数として定義すると, その後すべての j, nでUn

j

は整数となる. Eq.(3.17)-Eq.(3.20)から, Un+1
j の値はその前の時刻の状態Un

j とその

両近傍 Un
j±1の状態, すなわち三近傍 [Un

j+1, U
n
j , U

n
j−1]によって定まる. 例えば, ある

時刻nで [Un
j+1, U

n
j , U

n
j−1] = [Γ, A,A]としよう. Un+1

j の値は, Eq.(3.18)に従ってΓと

なる. 同様の計算によって, nから n+ 1への状態の遷移は以下の表に従うことが示

される.

Un
j+1 U

n
j Un

j−1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

Un+1
j 1 1 1 1 1 1 1 0

ここで, A = 0,Γ = 1とおいた. このルールはエレメンタリーセルオートマトンの

ルール 254として知られるものと完全に一致している. ここで, Eq.(3.17)-Eq.(3.20)

をA = 0, B = 1/2,Γ = 1, T = 2として数値的に解くと, Fig.3.8となる. これはエレ

メンタリーセルオートマトンのルール 254に一致する.

j

n

Figure 3.8: 超離散方程式 Eq.(3.17)-Eq.(3.20)の時空間パターン (エレメンタリーセルオートマトン
のルール 254). 上から下へ時間発展している. (100×100ステップ)

以上から, 超離散方程式 (3.17)-(3.20)はエレメンタリーセルオートマトンのルー

ル 254を直接再現できることが示された. それを f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)と書くと, Un

j

の時間発展は

Un+1
j = f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1) (3.30)

となる.
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3.2.3 大域的相互作用と確率ルール

3.2.1において超離散化を行った際, 大域的相互作用とノイズを無視していた. これ

は, 3.2.1で述べたEq.(3.1)の ϕ̄がある閾値を超えないときに起こるダイナミクス (i)

である. しかし, 非対称局所的な相互作用により ϕ ≈ γとなる状態が増えれば, ϕ̄が

閾値を超えてしまう. そうすれば, もはや大域的相互作用とノイズの効果は無視でき

なくなる. ここで, 大域的相互作用の効果は 3.2.1で述べたように, 双安定状態から

ϕj = αの単安定状態にする. 加えて, ノイズ効果があるために, 確率的に ϕj = γの

状態がαの状態へと引き戻されることになる. この確率的な効果をEq.(3.30)に取り

入れるために, 以下の確率関数を定義する [80]. 変数 xに対し, 0 ≤ x ≤ 1ならば

θnj (x) =

U
n
j , with the probability x

0 , with the probability 1− x

また, x < 0, 1 < xならば θnj (x) ≡ 0と定義する. この確率関数 θnj を用いて, Un
j

に対する確率ルールを以下のように定める. まず, Eq.(3.1)における大域的相互作

用 −(ϕ̄ − V )を −(Ūn − V ′)として置き換える. ただし, Ūn =
1

N
ΣN

j=1U
n
j であり,

V ′(< 1)は定数である. その上で, ノイズ ξjの効果を考慮するために, −(Ūn − V ′)を

−θnj (Ūn − V ′)として修正する. ここで, パラメーター V ′は Ūnの閾値とみなされる.

以上より, セルオートマトンのルール 254として表されていた非対称局所的相互作

用のみの時間発展方程式Eq.(3.30)に, 確率関数を用いた大域的相互作用を表す項を

合わせて,

Un+1
j = f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)− θnj (Ū

n − V ′) (3.31)

なるUn
j の時間発展方程式を得る. これを, 力学系モデルEq.(3.1)に対する確率セル

オートマトンモデルと呼ぼう. 実際, 初期値を 0, 1に限ると, Eq.(3.31)は 0もしくは

1の値をとりながら時間発展していく.

上記した大域的相互作用とノイズ項からセルオートマトンへの対応は, 数学的に

は厳密ではないが, 後の節で見るように, 元の力学系モデルをうまく再現している.

また, より正確なセルオートマトンモデルの導出も後の節で行う. そこでは, 力学系

モデルは, 適当な確率関数のみを用いたセルオートマトンモデルとして再現可能で

あることが示される.



CHAPTER 3. 大域的かつ非対称局所的に相互作用した双安定素子集団の確率セルオートマトンに基づく考察49

3.3 一般化確率セルオートマトンモデルによるパターン形成

前節では, 非対称局所的相互作用, 及び, 大域的相互作用をもつ双安定素子集団の

力学系モデルEq.(3.1)から, 超離散化, 確率関数を用いて力学系モデルの特徴を反映

した確率セルオートマトンモデルの導出を行った. 本節では, 得られた確率セルオー

トマトンモデルが力学系モデルを再現できているかどうかを議論する. 特に, 3.1で

述べた, 力学系モデルを再現する発見的に得られたセルオートマトンモデル (Y12モ

デル)との比較を行う. そして, 確率セルオートマトンモデルの観点からダイナミク

スを見直すことで, この素子集団の振る舞いのより根本的な性質を探る.

まず, 時間差を考慮して確率セルオートマトンモデルを一般化することから始め

る. Eq.(3.31)を導く際, 非対称局所的相互作用と大域的相互作用とを独立させて差

分化を考えていたことに注意しよう. このことは, 3.1で述べたように, 力学系モデ

ルにおけるダイナミクス (i)及び (ii)が互いに独立であるところに依っている. した

がって, Eq.(3.31)において非対称局所的相互作用を示す f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)項と大

域的相互作用を示す θnj (Ū
n − V ′)の項は, 同じ時刻に作用することはない. 力学系モ

デルのダイナミクスとの類似性を考えるならば, 後者の方が遅れて作用することが

示唆される. そこで, このことを考慮に入れて, 我々は大域的相互作用 θnj (Ū
n − V ′)

が作用する時刻として, 離散時刻 n′を導入する. こうして, 時間差を考慮することで

次の確率セルオートマトンモデルが得られる.

Un+1
j = f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)− θn

′

j (Ūn′′ − V ′) (3.32)

ここで, n′は今述べたように θnj (Ū
n − V ′)がUn

j に作用する時間差を表す離散時刻で

あり, n′′は確率ルールによって調整される Ūnが f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)の作用を受け

るかどうかで nもしくは n′ の値をとる. Eq.(3.32)を一般化確率セルオートマトン

モデルと呼ぼう.

次に, Eq.(3.32)を基にして得られるセルオートマトンの時空間パターン形成を考

察していく. はじめに, n = n′ = n′′とする. このとき, Eq.(3.32)は Fig.3.9のような

パターンを示す.これは, 時間差を考慮しない, すなわち, 非対称局所的相互作用と大

域的相互作用が同時刻に作用した場合には, 適切な時空間パターンは生成されない

ことを意味している. 続いて, n′′ = n, n′ > nとしよう (この場合を case1とする).

この場合にEq.(3.32)によって生み出されるパターンがFig.3.10である. ここで, Ūn

の時間平均はパラメータ V ′に対してほとんど一定値をとることが示される. すなわ

ち, 大域的相互作用の物理的意味であった V ′が状態を規制することが示されている.
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Figure 3.9: Eq.(3.32)の時空間パターン (n = n′ = n′′).V ′ = −0.3. 上から下へ時間発展している.
(100×100ステップ)

また, Fig.3.10とY12モデルのパターンである Fig.3.8とを比べてみると, 非常に類

似していることが見て取れる. これは, case1がY12モデル同様, 力学系モデル (3.1)

を再現していることを意味する. ここで, 数学的には case1のセルオートマトンモデ

ルは, 時間差を考慮に入れていなかった確率セルオートマトンモデル (3.31)におい

て, 確率関数を

θnj (x) =

{ f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1),

with the probability x

0, with the probability 1− x

(3.33)

と置いたものに同値である.

(a) (b)

Figure 3.10: case1の時空間パターン.(a) : V ′ = −0.35, (b) : V ′ = −0.01 上から下へ時間発展してい
る. (512×512ステップ)

j 

n 

j 

n 

j 

n 
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次に n′ = n′′とした場合を考える (この場合を case2とする). このとき現れる時

空間パターンはFig.3.11となる. case2のセルオートマトンモデルは, Eq.(3.31)に対

して確率関数 (3.33)を定義し, さらに Ūnを
1

N
ΣN

j=1f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)で置き換え

たものと数学的に同値である. すなわち, case2は確率関数 θnj の変数 Ūnにおける時

刻に関して, case1と異なっている. しかしながら, case1で得られた時空間パターン

Fig.3.10と case2で得られた時空間パターンFig.3.11は非常に類似している. これは

また, case2のY12モデルとのつながりを示唆する. したがって, Eq.(3.1)のダイナミ

クスを再現するモデルが三つ得られたことになる. 一つ目は, 発見的に得られたY12

モデルであり, 二, 三つ目は一般化確率セルオートマトンモデル (3.32)から得られる

モデル case1, case2である.

(a) (b)

Figure 3.11: case2の時空間パターン.(a) : V ′ = −0.116, (b) : V ′ = 0.35. 上から下へ時間発展してい
る. (512×512ステップ)

これらのモデルにおける類似点, 相違点を詳しく見ていこう. Y12モデルにおい

て, Ūnの時間平均はおおよそ V ′に等しいことが知られている. 一方, Eq.(3.32)に基

づく case1, 2においては, それらの確率ルールがY12と異なるため, Ūn ≈ V ′である

必要はない. 事実, case1, 2における Ūnと V ′の関係を, Fig.3.12に示した. case1 (a)

の場合, Ūnの時間平均は V ′に一対一対応していることがわかる. しかし, V ′(< 1)

の値は Ūnの時間平均より小さく, 等しくない. また, case2 (b) の場合においては,

もはや Ūnの時間平均と V ′とが一対一対応しない. すなわち, 0から約 0.15まで, V ′

に対して Ūnは値をもたない. したがって, Ūnの時間平均と V ′との関係を考慮する

ことによって, 三つのモデルの明確な違いを示すことができる.

今度は, 三つのモデルの類似点に着目しよう. Y12モデルにおいて得られる時空

j 

n 

j 

n 
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Figure 3.12: Ūnの時間平均と V ′との関係 ; (a)は case1, (b)は case2が対応している.横軸が V ′で
あり, 縦軸が Ūn の時間平均

間パターンは, パーコレーションの手法 [81][24]により解析されるいくつかの特徴量

をもつことが知られている. 各モデルから得られる時空間パターンが視覚的に類似

していることから, case1, 2におけるパターンの特徴量は, Y12におけるものとおお

よそ近い値が得られると考えられる. 以下それを見よう. 時空間パターン中の白色の

クラスタに着目すると, Y12モデルでは V ′ ≈ 0.275のとき, 白色のクラスターが上か

ら下までつながる. このことをパーコレートするといい, このときの V ′の点をパー

コレーション閾値という. 同様に, case1では V ′ ≈ −0.181で, case2では V ′ ≈ 0.037

でそれぞれパーコレートする. パーコレート閾値での, Y12モデル, case1, 2の時空

間パターンを Fig.3.13に示す.

(a) (b) (c)

Figure 3.13: Y12, case1, 2のパーコレートした時空間パターン.各パーコレーション閾値は Y12で
r = 0.27(a), case1でV ′ = −0.18(b), case2でV ′ = 0.037(c).上から下へ時間発展している. (512×512
ステップ)

このとき, 各パターンにおけるフラクタル次元を求めてみる. Y12モデルにおい

て Box counting法によるフラクタル次元Dを導出すると, D ≈ 1.70となることが

知られている. 同様に, case1, 2, においてフラクタル次元は, それぞれ約 1.68, 1.67

であることが分かった (Fig.3.14).
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j 
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j 

n 
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Figure 3.14: (a)は case1のパターン Fig.3.10のフラクタル次元. (b)は case2のパターン Fig.3.11の
フラクタル次元. δはボックスのサイズ. N(δ)はサイズ δのボックスの個数.

確率ルールの違いのため, 各場合におけるパーコレーション閾値は互いに異なっ

ているにもかかわらず, セルオートマトンパターンのフラクタル次元はおおよそ一

致していることが分かる. その他の特徴量については以下の表にまとめた. ここで,

Table 3.1: パーコレーション閾値における Y12モデル, case1, case2の時空間パターン, 粘着テープ
剥離実験におけるパターンについての統計量の比較.

ξ D ν⊥ ν∥
Y12 r=0.27 0.85 1.70 0.58 0.41

case1 V ′=-0.181 0.85 1.68 0.63 0.39
case2 V ′=0.037 0.84 1.67 0.61 0.39

peeling, V= 0.45mm/min 0.71 1.54 0.60 0.44
peeling, V= 0.48mm/min 0.85 1.70 0.59 0.45

V ′はパーコレーション閾値, ζはクラスターサイズ sに対する累積度数分布 F (s)の

ベキ次数 (F (s) ∼ s−ζ), Dはフラクタル次元, ν⊥, ν∥は各クラスター sに対する標準

偏差の高さ h(s)(height)と広がりw(s)(width)の関数のベキ次数 (∼ s−ν)である. ま

た, 表の一番下の二つの段は, 粘着テープ剥離実験において現れる実際のパターンに

ついて求めたものである. この結果を見ても, case1, 2, Y12モデルによって得られる

セルオートマトンパターンはほとんど同じ特徴量をもっている.

以上をまとめる. 一般化したセルオートマトンモデル (3.32)は, 時間差をどう考

慮するかによって異なる確率ルールから成る二つの case1, 2をもつが, その両場合に

おいて, 非対称局所的相互作用及び大域的相互作用をもつ双安定素子集団の特徴的

なダイナミクスが描写された. 数学的には, 時間差の効果は, Eq.(3.1)からEq.(3.32)

を差分化して導出する際に重要になってくる. それにもかかわらず, 統計的に見ると
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この効果は力学系モデルの特徴を表現する時空間パターン生成に対してさほど影響

を及ぼさない.

3.4 確率セルオートマトンモデルから見た大域的相互作用

3.2では, 非対称局所的相互作用及び大域的相互作用をもつ双安定素子集団の現象

に対し, 既に知られている力学系モデルから, 超離散化並び確率関数を用いて確率セ

ルオートマトンモデルを導出した. その際, 数学的厳密さはあまり考慮せず, 元の微

差分方程式のダイナミクスに着目して導出を行った. また 3.3では, 3.2で得られた

確率セルオートマトンモデルから, 時間差を考慮した一般化確率セルオートマトン

モデルを考え, そのセルオートマトンダイナミクスを考察した. 本章では, 特に 3.3

から導き出された結果を用い, 3.2で行った力学系モデルから確率セルオートマトン

モデルへの導出を再度見直す. そして, ある仮定に基づけば, 素子集団のダイナミク

スを再現する確率セルオートマトンモデルでその統計的性質が全て同じになるよう

なものは数多く作ることができることを示す. さらに, それらのモデルの中で最も簡

単な確率セルオートマトンモデルとして, 大域的相互作用のみで表現されているよ

うなセルオートマトンモデルの存在を示し, その統計的性質を述べる.

Eq.(3.1)に対して, 以下の二つの点で超離散化の方法を適用することは出来ない.

まず, Eq.(3.1)の第三項目, 大域的相互作用を表す部分にマイナスがある. 第 2章

で述べたように, 超離散化には負の問題が存在する. このため, この −(ϕ̄ − V )の

項の存在は超離散化を困難にする. さらに, この項には平均値 ϕ̄が存在するが, こ

れもまた, 超離散化の際に問題が起こる. 一般に, x̄ ≡ 1
N
(x1 + x2 + · · · + xN)に

対して超離散化を行うと, X̄ = max{X1, . . . , XN} − N ′ なる項が現れる. ただし,

xi = eXi/ε(i = 1, . . . , N), N = eN
′/ε, x̄ = eX̄/ε なる変数変換を用いた. このとき,

Xi ∈ {0, 1} (i = 1, . . . , N)を仮定したときmaxの性質からX1, . . . , XN 中の “1”の

個数の情報は消え, ただ “1”をとるかとらないかのみが X̄に影響する. すなわち, xi

の平均である x̄と, 超離散化後の X̄ との意味が大きく異なってしまう. この二つの

問題点が大域的相互作用を考えた超離散化を行う際に問題となる. 3.2.1において非

対称局所的相互作用と大域的相互作用を分けて考えたのは, 今述べた理由も関係し

ている. しかしながら, 3.3の結果を用いて, この二つの問題の解決の糸口を見出す

ことができる. 以下で非対称局所作用と大域的相互作用とを分けることなく, 確率セ

ルオートマトンモデルの導出を試みよう.
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まず, Eq.(3.1)に対して, 3.2.1で行った議論と同様に第一, 二項目に tropical差

分化を施し, 三項目以降には通常の差分化を行う. ここでは簡単のため ϕj±1 > ϕjの

場合を説明する. ただし, 他の場合もまったく同じように行う. すると

ϕn+1
j = wn

j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )
−∆t(ϕ̄n − V ) + ∆tξnj (3.34)

なる差分方程式を得る. ここで, f, gはEq.(3.8)を満たす. 今, snj = ∆t(ϕ̄n − V − ξnj )

とおくと, Eq.(3.34)は

ϕn+1
j = wn

j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )

(
1−

snj

wn
j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )

)
(3.35)

となる. ここで, wn
j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )
∼ wn

j に注意すると, 3.2.2に述べたことから,

Eq.(3.1)のDを大きくとればwn
j が大きくなる. したがって

snj ≪ wn
j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )
(3.36)

と仮定できる. すると公式 (1− x) = (1 + x)−1, x≪ 1から

ϕn+1
j = wn

j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )

(
1 +

snj

wn
j

wn
j +∆tf(wn

j )

wn
j +∆tg(wn

j )

)−1

(3.37)

なる差分方程式を得る. Eq.(3.37)には負の項がないことに注意しよう. したがって,

変数変換を行えば, Eq.(3.37)は超離散方程式へ変換されることになる.

この変換を行う前に, snj について見てみる. 上記したように, snj の中には ϕ̄nがあ

り, 超離散化を困難にしている. しかしながら, 先行研究において, Eq.(3.1)の ϕ̄は,

初めに非対称局所的相互作用が効いたのち, 大域的相互作用の影響が出るころには

(3.1中の Eq.(3.1)のダイナミクス (ii))ほとんど一定値をもつことが知られている.

この事実は, 3.1の (i), (ii)のダイナミクスをまとめた一般化確率セルオートマトン

モデル (3.32)においても見られる. 3.3のFig.3.12では, Eq.(3.32)の case1, 2におい

て V ′の変化と Ūnの時間平均との関係を示した. また, Y12モデルでは, V ′は Ūnの

時間平均とほぼ同じ値をもっていた. このとき, 各モデルにおいて V ′を与えたえれ

ば, Ūnは離散時間 nに対してほぼ Ūnの時間平均に一致しながら発展していること

が示される. 特に, 三つのモデルの統計的性質が同値であることを示すために用いた

パーコレーション閾値は各モデルにおいて異なっている事はすでに Table.4.1で述べ

たが, パーコレートしたときの Ūnはほぼ 0.27をとる. したがって, 確率を Ūn − V ′
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として入れている限り, 確率関数によらず Ūnがおおよそ 0.27のところで, 素子集団

のダイナミクスをセルオートマトンとして再現することが可能であると思われる.

これらの事実を考慮して, Eq.(3.37)に変数変換

snj = exp(ψn
j (V

′)/ε) (3.38)

と Eq.(3.14)を行う. ここで, ψn
j に対しては次を仮定する.

[仮定]　 ψn
j は与えれれた V ′に対して Ūnを一定にする確率関数である.

そして, 超離散極限を取ることで,

Un+1
j = f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)−max{0, ψn

j (V
′)− f254(U

n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)} (3.39)

なる超離散方程式を得る. ここで, f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1)はEq.(3.30)の記号を用いた.

これが, 非対称局所的な相互作用及び大域的相互作用を分けず, 統一的に超離散化を

行った結果得られる方程式である. この方程式は, ψn
j を上記の仮定を満たしつつ適

当にとれば 3.2.2で行った議論を用いてセルオートマトンに対応付けることが可能

である. 例えば, ψn
j を以下のように定義しよう.

ψn
j (V

′) ≡ θ̃nj (Ū
n − V ′) (3.40)

ただし, θ̃nj (x)は 0 ≤ x ≤ 1のとき

θ̃nj (x) =

{ 2f254(U
n
j+1, U

n
j , U

n
j−1),

with the probability x

0, with the probability 1− x,

(3.41)

x < 0, 1 < xのときは θ̃nj (x) = 0とする. この確率関数 Eq.(3.40), (3.41)を用いた

Eq.(3.39)の時間発展はセルオートマトンとして表現される. このとき, Ūnの値は各

時刻で約 0.27をとるため, 上記の仮定を満たしている. そして, このセルオートマト

ンダイナミクスは, 数学的には 3.3で述べた Eq.(3.32)の case1に等価であることが

示される. すなわち,

Un+1
j = f[254](U

n
j±1, U

n
j )−max{0, θ̃nj (Ūn − V ′)− f[254](U

n
j±1, U

n
j )}

はセルオートマトンモデル case1に同値である.

実際, case1では, Eq.(3.32)と確率関数 Eq.(3.33)を用いれば, 確率 x ≡ Ūn − V ′で

Un+1
j = f254(U

n
j , U

n
j±1)− f254(U

n
j , U

n
j±1) = 0, 確率 1− x で Un+1

j = f254(U
n
j , U

n
j±1)で

あった. 一方, Eq.(3.39)は確率 xで, ψn
j (V

′) − f254(U
n
j , U

n
j±1) = 2f254(U

n
j , U

n
j±1) −
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f254(U
n
j , U

n
j±1) = f254(U

n
j , U

n
j±1) ≥ 0となるから,

Un+1
j = f254(U

n
j , U

n
j±1)−max{0, ψn

j (V
′)− f254(U

n
j , U

n
j±1)}

= f254(U
n
j , U

n
j±1)− f254(U

n
j , U

n
j±1) = 0.

また,確率1−xでUn+1
j = f254(U

n
j , U

n
j±1)−max{0, 0−f254(Un

j , U
n
j±1)} = f254(U

n
j , U

n
j±1).

ただし 0− f254(U
n
j , U

n
j±1) ≤ 0 を用いた. 以上から, 両モデルが同値であることが示

された. したがって, Eq.(3.39)のセルオートマトンパターンは Fig.3.10と統計的に

等価となる.

また例えば, Eq.(3.41)の f254を, エレメンタリーセルオートマトンのルール 250

に従う関数 f250に置き換えた確率関数を用いて Eq.(3.40)として定義すれば, 3.3で

みた確率セルオートマトンモデルと同じ時空パターンを再現する. そして, この場

合にも Eq.(3.39)は case1と同値であることが示される. このように, 特に関数 ψは

f254, すなわちエレメンタリーセルオートマトンのルール 254に関係するものでなく

てもよい. なお, case2についても同様の議論を行うことができる. 実際,

ψn
j (V

′) ≡ θ̂nj (
1

N
× f254 − V ′) (3.42)

と定め, 確率関数として Eq.(3.41)を用いたものを考えれば, この超離散方程式は

case2に同値であることが示される.

以上から, 上記の [仮定]に基づく関数ψを用いた超離散方程式Eq.(3.39)は, 確率

セルオートマトンダイナミクスとして, 非対称局所的相互作用及び大域的相互作用

を持った双安定素子集団現象のダイナミクスを再現できると思われる. この「確率

関数は上記の [仮定]に基づいてさえいれば任意性がある」という考えを推し進める

と, 確率関数のみで定義されたモデルで, 双安定素子集団のダイナミクスを再現でき

ないかという問題が提起される. この問題に対する解答として, 以下の簡単な確率セ

ルオートマトンモデルを考える.

Un+1
j = θ̌nj (Ū

n − V ′) (3.43)

ただし, 確率関数 θ̌(x)は 0 ≤ x ≤ 1のとき

θ̌(x) =

{
0, with the probability x

1, with the probability 1− x
(3.44)

x < 0, 1 < xのとき, θ̌nj (x) ≡ 0とする. さらに, Un
j = Un

j±1 = 0のときも θ̌nj (x) ≡ 0

を課すものとする. Eq.(3.43)は Fig.3.15の時空間パターンを生成する.
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Figure 3.15: Eq.(3.43)の時空間パターン (パーコレート状態).V ′ = −0.181. 上から下へ時間発展し
ている. (512×512ステップ)

このパターンは 3.3で見た一般化確率セルオートマトンモデルの case1, 2のパ

ターンFig.3.13の (b), (c)(したがってY12モデルのパターン (a))に似ている. 実際,

Fig.4.2のフラクタル次元Dは約1.68となることが示されるので,統計的にもFig.3.13

と同じパターンであることがわかる. また, このときの Ūnも各時刻で約 0.27の値を

もつ. Eq.(3.43)は,確率関数 (3.44)に大きく依存したセルオートマトンモデルである.

注意として, Un
j = Un

j±1 = 0のときは確実に Un+1
j = 0となる一方, Un

j = Un
j±1 = 1

ならば確率的に Un+1
j = 1となるため, 非対称要素が全くないわけではない. しかし

ながら, この非対称性は力学系モデルにおける非対称局所的相互作用 (Eq.(3.1)の第

二項目)の拡張になっているわけではない. 結果的に, 確率関数 Eq.(3.44)の効果が

主である, 双安定素子集団のダイナミクスを再現する確率セルオートマトンモデル

が存在するのである.

ここで, 力学系モデルと今得られた結果を比較しよう. 確率セルオートマトンモ

デルでのパターン形成において, Eq.(3.39)の確率関数 ψn
j (V

′)を Ūn
j が一定となりな

がら時間発展するものとして定めることが本質であり, もしある確率ルールを定め

たとすると, Ūn ∼ 0.27での時空間パターンは全て同じ統計的性質をもつと推測さ

れる. そして, この時空間パターン形成は確率関数の定義, すなわち大域的相互作用

が本質であり, その最たる例として Eq.(3.43)の存在を示した. 一方, 力学系モデル

(3.1)では, 非対称局所的相互作用が必要である. 実際に, そのダイナミクスとして

3.1の (i)で述べたように, はじめに 0から 1へ向かう効果が必要である. さらに, 力

学系モデルでの非対称局所的相互作用は, そもそも粘着テープ剥離実験におけるト

ンネル現象 (Fig.3.3)の再現が基となっている. したがって, 力学系モデルにおいて

は確かに非対称局所的相互作用及び大域的相互作用が競合して双安定素子集団のダ

j 

n 
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イナミクスを生成する.

この節を終える前に, 超離散方程式 (3.39)によって記述される確率セルオートマ

トンモデルとDomany-Kinzelモデル [82][83]との簡単な比較を行う. まず, Domany-

Kinzelモデルについて, 文献 [84]に従って次のように定義する.

今, 一次元セルオートマトンを考え, dAn ⊂ ZをA ⊂ Zから出発する時刻 nでの粒

子の存在する場所の集合として, 時間発展ルールを

P (x ∈ dAn+1|dAn ) = f(|dAn ∩ {x, x+ 1}|) (3.45)

として与えよう. ここで P (A|B)は, 事象Bのもとで事象Aが起こる条件付き確率

であり,

f(0) = 0, f(1) = p, f(2) = q (3.46)

として f を定める. ただし, p, q ∈ [0, 1]はパラメータである. また, 集合X に対し

|X|は集合の濃度である. このとき, Eq.(3.45)で与えられている確率セルオートマト

ン, または一次元の離散時間マルコフ過程を (パラメータ (p, q)の) Domany-Kinzel

モデルと呼ぶ. ここで, dAn (x)を以下で定義する.

dAn (x) =

{
0, x ∈ dAn

1, x ̸∈ dAn
(3.47)

記号 dAn (x)を用いると, Domany-Kinzelモデルを

P (dAn+1 = a|dAn+1 = b|dAn+1 = c) =
1

2
(1− (2a−1))(1−2p(b+c)+2(2p−q)bc) (3.48)

として書き直すことができる. ただし, a, b, c ∈ {0, 1}である. 特に, q = 1−(1−p)2 =
2p− p2を満たすとき有向ボンド・パーコレーションに, q = pのときは有向サイト・

パーコレーションにそれぞれ一致する [81]. また, 一般に p = pspb, q = ps{2pb − p2b}
となっているとき, 混合型有向サイト－ボンド・パーコレーションとなる.

さて, 上記したDomany-Kinzelモデルは, 次の超離散方程式と等価であることが

知られている [85].

Un+1
j = Xn

j {2max(Un
j−1, U

n
j+1)−max(0, Un

j+1 + Un
j−1)}

+Y n
j {max(0, Un

j−1 + Un
j+1)−max(Un

j−1, U
n
j+1)} (3.49)

ここで, Xn
j , Y

n
j はそれぞれ,

Xn
j =

{
1 (p = p1)

0 (p = 1− p1)
, Y n

j =

{
1 (p = p2)

0 (p = 1− p2)
(3.50)
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で与えられる. 注意として, Eq.(3.50)の p1, p2がEq.(3.46)の p, qに対応している. こ

こで, Un
j ∈ {0, 1}とすると, Eq.(3.50)は確率エレメンタリーセルオートマトンとな

り, 以下の時間発展ルールを構成する.

1. Un
j+1 = Un

j−1 = 0ならば Un+1
j = 0

2. Un
j+1 = 0, Un

j−1 = 1または Un
j+1 = 1, Un

j−1 = 0ならば Un+1
j = Xn

j

3. Un
j+1 = Un

j−1 = 1ならば Un+1
j = Y n

j

例えば, p1 = 0.85, p2 = 0.20として, Domany-Kinzelモデルの時間発展を考えると,

Fig.3.16(a) のようになる. ただし, 初期値として一点のみ 1である状態をとった. 今,

p1 = p2 = 1−(Ūn−V ′)とおいて, Eq.(3.49)とEq.(3.39)に確率関数としてEq.(3.40),

Eq.(3.41)を代入したものと比較してみる. すると Un
j+1 = Un

j−1 = 0, Un
j = 1の時,

Un+1
j が 1をとるか 0をとるかのみ違いがあるだけで,後は同じルールに従って時間発

展することが示される. すなわち, Domany-Kinzelモデルにおいて, ある時刻から次

の時刻への時間発展を決める変数は Un
j+1, 及び Un

j−1であるのに対し, 確率セルオー

トマトンモデルEq.(3.39)では, Un
j±1 = 0の場合は系の時間発展がUn

j の値に関係し,

違いが生じる. 実際に確率セルオートマトンモデル (3.43)の時間発展 (Fig.3.16 (b))

と比べてみると, 両者の違いが見て取れる. したがって, 確率セルオートマトンモデ

ルEq.(3.39)はDomany-Kinzelモデルに部分的に含まれているが, 両者の唯一の違い

である Un
j±1 = 0状態に対する Un

j の影響のために, 得られるパターンが僅かに異な

る. 両モデルの類似点及び相違点については, 今後の研究で明らかにしていく必要が

ある.

以上をまとめる. 大域的かつ非対称局所的に相互作用した双安定素子集団のダイ

ナミクスは, 力学系モデルでも, 確率セルオートマトンとしても再現可能である. こ

の二つのモデルは超離散化法によって結びついていおり, これによって, 微分系での

力学系モデルと差分系でのセルオートマトンモデルとの数学的対応関係は示された.

しかしながら, 物理的な問題として, 双安定素子集団のパターン現象のダイナミクス

を決める大域的相互作用と非対称局所的相互作用との関係づけを考える必要が出て

きた. 力学系モデルでは, この二つの相互作用が競合してパターンを形成するのに対

し, 確率セルオートマトンモデルでは大域的相互作用の効果が主となってパターン

を形成できるためである. 今後, この関係性を考えるとともに, Domany-Kinzelモデ

ルのような確率過程のモデルと大域的かつ非対称局所的な相互作用をもつ確率セル

オートマトンモデルとの関係性についても研究課題としたい. 本章の研究は超離散
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Figure 3.16: (a) Domany-Kinzelモデルの時間発展. p1 = 0.85, p2 = 0.20. (b) (3.43)の時間発展.
V ′ = −0.35. 上から下へ時間発展している. (150×150ステップ)

化を通してパターン形成現象見直すことで, 新たな観点から現象を解明する一例と

なったと思われる.

j 

n 

ohmori
タイプライターテキスト
(b)

ohmori
タイプライターテキスト

ohmori
タイプライターテキスト
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Chapter 4

反応拡散系における超離散方程式

本章では,ある反応拡散系から導出される連立超離散方程式の解の特徴と,セルオー

トマトンとの関係性を示す.

4.1 Introduction

諸言でも述べたように, 反応拡散系の中にはセルオートマトンと関係性を持つも

のが存在する. この微分方程式の解の中にセルオートマトンで表現できるものがあ

るという事実は, 元の微分方程式と差分モデルであるセルオートマトンとの間に何

らかの数学的構造関係が存在することを示唆しており, この観点も含め, 特に応用数

学の方面から反応拡散系 (連立放物型偏微分方程式系)の解の研究が進められている

[86]-[89]. また, 反応拡散系の超離散化の研究としても, まず Belousov-Zhabotinsky

(BZ)反応 [90]-[92]に見られるパターンを再現するmax-plusモデルの研究があり [38],

近年には tropical差分化法を用いたGray-Scott (GS) model[93]の超離散化の研究が

進められている [41]. これらの研究から得られている超離散モデルは, いずれも超離

散方程式の連立系で表現されている.

ここで, 例としてBZ反応を再現するために考案されたmax-plusモデルについて

簡単に述べよう [38][94][95]. このモデルは, セルオートマトンとして解を表現できる

ことが知られており, 次の連立方程式で与えられる.

U t+1
i,j = max{U t

i−1,j, U
t
i+1,j, U

t
i,j−1, U

t
i,j+1, U

t
i,j} − V t

i,j

V t+1
i,j = U t

i,j (4.1)

ただし, −∞ < i, j <∞とし, |i|, |j| → ∞で U t
i,j → 0を仮定する. Eq.(4.1)は, 離散

時刻 t,離散位置 i, jに対し状態変数 U = U t
i,jと V = V t

i,jなる二次元系で記述される

モデルである. ここで, max{U t
i−1,j, U

t
i+1,j, U

t
i,j−1, U

t
i,j+1, U

t
i,j}は U の拡散効果を表し

ている. これは, Eq.(2.26)を二次元で考えたものである. 2.2の ex.2で述べたよう

62
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に, もし U t
i,j ∈ {0, 1}とすると, この拡散効果によって “1”の値が周りに広がってい

く. 次に, V の効果を考えると, Eq.(4.1)の第二式から時間差 t = 1遅れで V が U に

変わり, 第一式の拡散効果を抑える. すなわち, U が増加するに伴って増加し, U の

増加を抑制する. したがって, Eq.(4.1)においてU は活性化因子, V は抑制因子に似

た働きをする. この点を見れば, Eq.(4.1)はBZ反応を含めた反応拡散系のダイナミ

クスに類似している [96].

また, このモデルを一次元に制限すると, 進行波やソリトンのような振る舞いを

もつ解を得ることができる. これは, 後に述べる反応拡散系から得られる超離散モデ

ルと, 進行波やソリトン解をもつという点で関係し合っていると思われる. 一次元系

で Eq.(4.1)は

U t+1
i,j = max{U t

i−1, U
t
i+1, U

t
i } − U t−1

i,j (4.2)

なる簡潔な方程式になる. ただし, V t
j = U t−1

j を用いた. このUに関する方程式 (4.2)

は, 時間についての二階の方程式となるため, 進行波解の存在が予想される. 今, 速

さ±1の進行波を仮定して U t
j = Ui±tとおこう. Eq.(4.2)から

Ui+1 + Ui−1 = max{Ui−1, Ui+1, Ui} (4.3)

なる差分方程式を得る. これは, 解として [Uj−1, Uj, Uj+1] = [0, a, a], [a, a, 0], [0, a, a+

b], [a, a+b, b], [b, a+b, a], [a+b, a, 0](a, b ≥ 0)を持つ. これにより,例えば [U0
j−1, U

0
j , U

0
j+1] =

[1, 1, 0], [U1
j−1, U

1
j , U

1
j+1] = [0, 1, 1]なる初期状態を与えれば, Eq.(4.3)から,状態 {1, 1}

を保ちながら右へ進む進行波解を得る (Fig.4.1). また, Eq.(4.2)はソリトン的な振る

舞いを示す解も持つ.

0 50
0

30

j

n

Figure 4.1: Eq.(4.3)における進行波解. 時間発展は下から上へ発展している.
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ところで, 今述べた Eq.(4.1)はBZ反応を表すとされる反応拡散系 [19]

τ
∂u

∂t
= Du∇2u+ u(1− u)− bv(u− c)

u+ c
,

∂v

∂t
= Dv∇2v + u− v (4.4)

と比べて大きく異なる部分をもつ. まず, Eq.(4.1)は高い対称性をもっている. これ

は, 一次元max-plusモデル Eq.(4.2)を見ればより明確であるが, 時間及び空間に対

して対称である. 特に時間に対して対称であるため, Eq.(4.1)は時間に対し可逆の方

程式である. 一方, Eq.(4.4)は拡散過程の存在から明らかに非可逆である. また, 反

応拡散系では u− v相平面上での力学系ダイナミクスを解析することによって, 系の

振る舞いを解析する方法をよく用い, 実際 Eq.(4.4)において単一のリミットサイク

ル [97]を得るが, Eq.(4.1)のU − V 相平面においては, このような単一のリミットサ

イクルは存在しない. 原因としては, Eq.(4.1)は U, V をそれぞれ cU, cV とスケール

変換しても不変であり, したがって, Eq.(4.1)がスケール不変な方程式となっている

ためである.

このように, もとの反応拡散系 (4.4)とmax-plusモデル (4.1)の間には明らかな違

いがあるにも拘らず, 両者とも実験で見られるBZ反応の時空間パターンを再現する

モデルとなっている. 特に, 差分系のモデルは簡潔で高い対称性をもつ. なぜこのよ

うな高い対称性を持つかについても, 二つのモデルの関係性を明らかにすることに

付随して研究する必要がある.

さて, 以下の節では上記のような連立max-plusモデルを, ある反応拡散方程式か

ら直接導出し, その方程式の性質及び解のセルオートマトン化, そしてもとの反応拡

散系との関係を議論していく.

まず, 以下の反応拡散方程式の超離散モデルの導出を試みる.

τu
∂u

∂t
= Du

∂2u

∂x2
+ f(u)− v (4.5)

τv
∂v

∂t
= Dv

∂2v

∂x2
+ κu− λv + i (4.6)

但し, τu, τv, Du, Dv, κ, λ, iは全て正の値とする. また, fについては第 3章で述べた

f(u) = −(u− α)(u− β)(u− γ) (4.7)

を用いることにする. ここでも, α, β, γは定数で 0 < α < β < γを満たしている.

Eq.(4.5), Eq.(4.6)はそれぞれ活性化因子, 抑制因子を表している.

後の節の構成は以下の通りである. まず, 次の節では Eqs(4.5), (4.6)の超離散化

を行い, 連立超離散方程式を導出する. 次に, 活性化因子の超離散方程式における状
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態遷移の議論を行う. その後, 状態遷移の議論に基づいて連立超離散方程式とセル

オートマトンとを対応付け, さらに, セルオートマトンで表現される方程式の解とし

てパルス解が存在することを示す.

4.2 連立超離散化方程式

本節ではEqs.(4.5), (4.6)の超離散化を行い, 連立超離散方程式を導出する. このと

き, 連立微分方程式における数学的に厳密な差分化を行うことはせず, あくまで後の

セルオートマトンパターンと関連付けることができる超離散方程式を得る差分化を

行う. すなわち, Eq(4.5)に対しては tropical差分化を, Eq(4.6)に対しては前方差分

化を行って超離散化を行う. また, 得られた uに対する超離散方程式の性質を, 状態

遷移の議論を基に考える.この議論が, 後に超離散方程式とセルオートマトンとの対

応付けを可能にする.

4.2.1 連立超離散化方程式の導出

第 3章の Eq.(3.17)-(3.20)を導出したときと同じ手順で, Eq.(4.5)の超離散方程式を

得ることができる. Eq.(4.5)に Eq.(4.7)を代入して, tropical差分化を行うと

un+1
j = wn

j

wn
j + F (wn

j )∆t

wn
j +G(wn

j , v
n
j )∆t

(4.8)

なる差分方程式を得る. ただし, wn
j = µ(unj+1+u

n
j−1)+(1−2µ)unj であり, µ =

Du∆t

τu(∆x)2

となっている. また, F,Gは次のように定義している.
F (u) =

1

τu
[(α + β + γ)u2 + αβγ]

G(u, v) =
1

τu
[u3 + (αγ + αβ + βγ)u+ v]

(4.9)

注意として,このとき vは定数として差分化している. 数学的には,連立微分方程式を

差分するときは, 離散時間に関して注意をする必要がある. 例えば, Gray-Scottモデ

ルのような反応拡散系の場合, その活性化因子, 抑制因子に対する微分方程式の対称

性から, Eq.(4.8)の vnj を vn+1
j に変えなければならない [98][99]. 今の場合, Eq.(4.5),

Eq.(4.6)は反応項が対称な方程式になっていないため, 厳密な差分化が出来ない. し

たがって, vを定数とみて,各方程式をある意味独立に差分化している. さて, Eq.(4.8)
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には負の項がないので, 超離散化が可能となる. 変数変換
∆t/τu = eT/ε/(µn+1)2, unj = µneU

n
j /ε, vnj = (µn+1)3eV

n
j /ε

α = µn+1eA/ε, β = µn+1eB/ε, γ = µn+1eΓ/ε

(1− 2µ)/µ = eM/ε

(4.10)

を行った後, 超離散極限公式 (2.10)を用いて以下の超離散方程式を得る.

Un+1
j = W n

j +max{W n
j , T +max(A+ 2W n

j , B + 2W n
j ,Γ + 2W n

j , A+B + Γ)}

−max{W n
j , T +max(3W n

j , A+B +W n
j , A+ Γ +W n

j , B + Γ +W n
j , V

n
j )}(4.11)

ただし, W n
j = max(Un

j+1,M + Un
j , U

n
j−1)である. 今, A < B < Γを用いることによ

り, Eq.(4.11)は

Un+1
j = W n

j +max{W n
j , T +max(Γ + 2W n

j , A+B + Γ)}

−max{W n
j , T +max(3W n

j , B + Γ +W n
j , V

n
j )} (4.12)

となる. 次に, Eq.(4.6)の超離散化を行う.

τv
vn+1
j − vnj
∆t

= Dv

vnj+1 − 2vnj + vnj−1

(∆x)2
+ κunj − λvnj + i (4.13)

を式変形して,

vn+1
j = θ(vnj+1 + vnj−1) + (1− 2θ − λ∆t

τv
)vnj +

∆tκ

τv
unj +

∆ti

τv
(4.14)

なる差分方程式を得る. ただし, θ = (Dv∆t)/((∆x)
2τv)である. ここで, 変数変換

vnj = θneV
n
j /ε,

1

θ

(
1− 2θ − λ∆t

τv

)
= eN/ε,

∆tκ

τv
=
θn+1eS/ε

µn
,

∆ti

τv
= θn+1eI/ε

(4.15)

を行う. このとき, Eq.(4.10)との整合性から (µn+1)3 = θnとなっている. 超離散極

限公式を用いて,

V n+1
j = max(Ln

j , S + Un
j , I) (4.16)

なる超離散方程式を得る. ここで, Ln
j = max(V n

j+1, N + V n
j , V

n
j−1)である. 以上から,

連立超離散方程式 Eq.(4.12), Eq.(4.16)が得られる.

4.2.2 状態遷移の議論

次に, Eq.(4.12)に関して, Un
j の状態遷移にどのように V n

j が関係してくるのかを議

論しよう. すなわち, Un
j (W

n
j )と V n

j の値が与えられたとき, Eq.(4.12)に従ってUn+1
j



CHAPTER 4. 反応拡散系における超離散方程式 67

の値を考える. まず, 任意のW n
j に対して V n

j ≤ max(3W n
j , B + Γ +W n

j )が成立し

ているとき, V n
j は Eq.(4.12)から無視される. このとき, Eq.(4.12)は完全に超離散

Allen-Cahn方程式に一致する. さらに, もし T ≥ max{0,−(A+B+Γ)}を満たすと
すると, 超離散Allen-Cahn方程式は超離散安定性という性質をもつ. 以下にその定

義を述べる [77].

[定義] 超離散方程式の解ψn
j が超離散安定 (ultradiscrete stable)であるとは, 初期値

ψ0
j +Kj (Kjは定数)に対して, 有限時刻の後, 解が ψn

j に収束することをいう.

超離散 Allen-Cahn方程式は A,Γで超離散双安定となることが知られている. すな

わち, Eq.(4.12)は T ≥ max{0,−(A + B + Γ)}かつ V n
j ≤ max(3W n

j , B + Γ +W n
j )

のとき, 超離散双安定となり, その解は有限時刻の後に必ずAもしくは Γになる.

Eq.(4.12)によるW n
j からUn+1

j への状態遷移は, Fig.4.2なるダイアグラムとして

まとめられる. この Fig.4.2から, Un
j は V n

j の値に依存して Aもしくは Γへ収束す

る. I-IVの範囲において, ある時刻 nが存在して Un
j は Aまたは Γに収束する. こ

れは, Eq.(4.12)の超離散安定性によるものである. 特に, W n
j < (A + B)/2または

W n
j > (B + Γ)/2の範囲では, Un+1

j は Aまたは Γとなる. また, W n
j > (A + B)/2

の範囲では V n
j = 3W n

j + Γ − Aであるとき Un+1
j = Aとなり, W n

j > Bの範囲では

V n
j = 3W n

j + Γ−Bであるとき Un+1
j = Bとなっている.

Figure 4.2: Un
j の離散時刻 nから n + 1への状態遷移のダイアグラム. 各範囲 (I ∼ VII)は実線に

よって分けられている.
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ここで, Fig.4.2の導出を見ていこう. 以下の計算では T ≥ max{0,−(A+B+Γ)}
を仮定する. 簡単のため, n = 0とする.

(i) (A+B)/2 ≤ W 0
j < Bのとき, A+B ≤ 2W 0

j < B+ΓとT ≥ max{0,−(A+B+Γ)}
から導かれる関係式max(Γ+ 2W 0

j , A+B +Γ) = Γ+ 2W 0
j , max(3W 0

j , B +Γ+

W 0
j ) = B + Γ +W 0

j , そしてW 0
j ≤ T + Γ + 2W 0

j を用いて,

U1
j = W 0

j +max{W 0
j , T +max(Γ + 2W 0

j , A+B + Γ)}

−max{W 0
j , T +max(3W 0

j , B + Γ +W 0
j , V

0
j )}

= (T + Γ + 3W 0
j )−max(T +B + Γ +W 0

j , T + V 0
j )

≤ (T + Γ + 3W 0
j )− (T +B + Γ +W 0

j ) = 2W 0
j −B < W 0

j (4.17)

となる.

(i-a) もし V 0
j < 3W 0

j + Γ− Aならば, Eq.(4.17)からA < U1
j となる.

(i-b) もし V 0
j ≥ 3W 0

j + Γ− Aならば, U1
j = 3W 0

j + Γ− V 0
j ≤ A を得る. ここ

で V 0
j = 3W 0

j + Γ− Aならば U1
j = Aを得る.

(ii) W 0
j がA ≤ W 0

j ≤ (A+B)/2(< B)を満たすとき, W 0
j < A+B+Γ+T を用いて

U1
j = W 0

j +max(W 0
j , A+B + Γ + T )−max(W 0

j , T +B + Γ +W 0
j , T + V 0

j )

= W 0
j + A+B + Γ + T −max(T +B + Γ +W 0

j , V
0
j + T ) (4.18)

を得る.

(ii-a) もし V 0
j ≤ B + Γ + W 0

j とすると U1
j = Aとなる. すなわち, V 0

j ≤
B + Γ +W 0

j のときAは安定点となる.

(ii-b) V 0
j > W 0

j + B + Γのときは, Eq.(4.18)から関係式 U1
j = W 0

j + A+ B +

Γ− V 0
j < Aを得る.

またW 0
j < Aを考えると, V 0

j ≤ B + Γ + W 0
j ならば U1

j = Aであり, V 0
j >

B + Γ +W 0
j ならば U1

j < Aとなる.

(iii) B < W 0
j ≤ (B+Γ)/2のとき, 0 < T+B+Γ+W 0

j かつT ≥ max{0,−(A+B+Γ)}
から

U1
j = W 0

j +max{W 0
j , T +max(Γ + 2W 0

j , A+B + Γ)}

−max{W 0
j , T +max(3W 0

j , B + Γ +W 0
j , V

0
j )}

= 3W 0
j + Γ + T −max{B + Γ + T +W 0

j , V
0
j + T} (4.19)

を得る. Eq.(4.19)から以下の四つの場合を得る.
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(iii-a) もし V 0
j ≤ B + Γ +W 0

j のとき, U1
j = 2W 0

j − Bを得る. よって U1
j は

W 0
j < U1

j < Γを満たす.

(iii-b) 3W 0
j < V 0

j ≤ 3W 0
j + Γ − Bなる V 0

j を考えよう. Eq.(4.19)から, B ≤
U1
j = 3W 0

j + Γ− V 0
j < Γを得る. ここで, V 0

j = 3W 0
j + Γ−BからU1

j = B

を得る.

(iii-c) もしV 0
j が3W 0

j +Γ−B < V 0
j < 3W 0

j +Γ−Aを満たすとき, B+Γ+W 0
j <

3W 0
j + Γ−BからA < U1

j < Bを得る.

(iii-d) もし V 0
j ≥ 3W 0

j + Γ − Aならば, U1
j ≤ A. ただし U1

j = Aは V 0
j =

3W 0
j + Γ− Aのとき満たされる.

(iv) 最後に (B + Γ)/2 ≤ W 0
j ≤ Γなる場合を考えよう.

U1
j = W 0

j +max{W 0
j , T + Γ + 2W 0

j } −max{W 0
j , T + 3W 0

j , T + V 0
j }

= 3W 0
j + Γ + T −max{T + 3W 0

j , V
0
j + T} (4.20)

がA + B < B + Γ < 2W 0
j を考慮すると得られる. Eq.(4.20)から, 以下の四つ

の場合を得る.

(iv-a) もし V 0
j ≤ 3W 0

j とすると U1
j = Γとなる.

(iv-b) もし 3W 0
j < V 0

j ≤ 3W 0
j + Γ − Bのとき, B ≤ U1

j < Γ. ここで, V 0
j ≤

3W 0
j + Γ−Bとすると U1

j = Bとなる.

(iv-c) 3W 0
j + Γ − B < V 0

j < 3W 0
j + Γ − Aのとき, A < U1

j < Bとなってい

る.(iii-c).

(iv-d) もし V 0
j ≥ −A + Γ + 3W 0

j とすると, U1
j ≤ Aを得る. ここで V 0

j =

−A+ Γ + 3W 0
j に対して U1

j = Aである.

同様にΓ < W 0
j に対して, 我々は以下の四つの場合を得る. もしV 0

j ≤ 3W 0
j のと

きは, U1
j = Γとなる. もし 3W 0

j < V 0
j ≤ 3W 0

j +Γ−Bのときは, B ≤ U1
j < Γと

なっている. もし−B +Γ+ 3W 0
j < V 0

j < −A+Γ+ 3W 0
j ならば, A < U1

j < B.

そして V 0
j ≥ −A+ Γ + 3W 0

j のとき, U1
j ≤ Aを得る.

以上から, Fig.4.2を示すことができた.

注意として, Fig.4.2はEq.(4.12)中の V n
j を定数とみなして得られる, 一般的な関

係図である. したがって, 適当な関数 fを用いた三次の非線形項が入った拡散方程式

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
− (u− α)(u− β)(u− γ) + f(v)
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から tropical差分化を用いて超離散方程式を導いた際, その超離散方程式は, V n
j を

F (V n
j )に変えたFig.4.2に従って必ず状態が遷移される. ただし, F (V n

j )はF (V n
j ) =

ε log fn
j (v

n
j )なる関数である.

4.3 セルオートマトンパターン

本節では, 状態遷移の議論から, Eq.(4.12)とセルオートマトンとの関係を示し, ど

のような条件を課せばEq.(4.16)から影響を受けるEq.(4.12)の解がセルオートマト

ンとして表現できるかを述べる. そして, 実際に現れるセルオートマトンの時間発展

ルールを求める. 特に, 物理的に興味があるセルオートマトン解として, あるドメイ

ンから周期的に輻射されるセルオートマトンパターンと, 進行波, ソリトン, 対消滅

を行うセルオートマトンパターンの存在を示す. これらは, W n
j 中に現れていたM

の値を変えることで現れる.

4.3.1 セルオートマトンとなるための条件

Fig.4.2から次の条件が得られる.

V n
j = 3W n

j − A+ Γ

(
W n

j >
A+B

2

)
(4.21)

のとき, Un+1
j = Aとなる. そして,

V n
j ≤ max(3W n

j ,W
n
j + Γ +B) (4.22)

のとき, Un+1
j ∈ {A,Γ}となる. これらの結果は, A,Γを 0, 1とみなすことによっ

て Eq.(4.12)が二値のセルオートマトンで表される解の構造をもつ事を示唆してい

る. しかしながら, これまで定数とみなしてきた V n
j が, Eq.(4.16)に従って時間発

展する中で, Eq.(4.21)または Eq.(4.22)を常に満たすとは限らない. そこでまず,

初期状態を U0
j ∈ {A,Γ}として与えたとき, Un

j が常に Aまたは Γとなるような,

W n
j = max(Un

j+1, U
n
j−1, U

n
j +M)におけるM の条件を考察しよう.

今, M に対して以下の (i), (ii)の条件を与えると, W n
j ≤ (A+B)/2またはW n

j ≥
(B + Γ)/2となることが示される.

(i) 　W n
j ≥ (B + Γ)/2となるための条件

(i-1) Un
j = A, Un

j±1 ∈ {A,Γ}に対してM ≥ (Γ +B − 2A)/2

(i-2) Un
j = Γ, Un

j±1 ∈ {A,Γ}に対してM ≥ (B − Γ)/2
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(ii) W n
j ≤ (A+B)/2となるための条件

(ii-1) Un
j = A, Un

j±1 = Aに対してM ≤ (B − A)/2

(ii-2) Un
j = Γ, Un

j±1 = Aに対してM ≤ (A+B − 2Γ)/2

(ii-3) Un
j ∈ {A,Γ}かつ Un

j±1 = ΓのときM に対して条件は存在しない.

例えば, (i)を示してみよう. W n
j = max{Un

j−1, U
n
j +M,Un

j+1} ≥ B + Γ

2
なるMの条

件を考えたい. Un
j , U

n
j±1 ∈ {A,Γ}を仮定すると, Un

j +M ≥ B + Γ

2
が十分条件であ

る. したがって, Un
j = Aのとき ((i-1)), M ≥ B + Γ

2
−A =

B + Γ− 2A

2
となる. ま

た, Un
j = Γのとき ((i-2)), M ≥ B − Γ

2
となる. (ii)についても, 同様の計算をすれ

ば, 上記の十分条件を得る.

関係式A + B − 2Γ < B − Γ < B − A < B + Γ − 2Aを考えれば, 上記の条件は

M ≤ (A+B− 2Γ)/2, (B−Γ)/2 ≤M ≤ (B−A)/2, (Γ+B− 2A)/2 ≤Mとしてま

とめられる. 特に, M ≤ A− ΓまたはM = 0のとき, W n
j はW n

j = max(Un
j+1, U

n
j−1)

またはW n
j = max(Un

j−1, U
n
j , U

n
j+1)として与えられ, W n

j ∈ {A,Γ}となる. 以上か

ら次が示される. すなわち, もし Un
j ∈ {A,Γ}であり V n

j , V
n
j±1が Eq.(4.21)または

Eq.(4.22)を満たすならば, Un+1
j ∈ {A,Γ}となる.

ここで, Eq.(4.16)に従って時間発展をする V n
j が, Eq.(4.21), Eq.(4.22)を共に満

たさない場合が存在することに注意しよう. 実際, W n
j = Γ, N = 0として V n

j が

Eq.(4.21)を満たすものとしよう. すなわち, V n
j = 3Γ− A+ Γ = 4Γ− Aとする. こ

のとき, Eq.(4.16)から V n+1
j = max(4Γ − A, V n

j±1, S + Un
j , I) ≥ 4Γ − Aを得る. 今

W n+1
j ∈ {A,Γ}に対して V n+1

j ≥ 4Γ − Aとなっているので, W n+1
j = Aに対して

V n+1
j は Eq.(4.21)と Eq.(4.22)のどちらも満たさないことになる. したがって, 超離

散Allen-Cahn方程式におけるセルオートマトンのルールと異なる二値のセルオート

マトンルールを導出するために, 我々はさらに付加条件を考慮しなければならない.

例として, 以下の条件を仮定しよう.

もし W n
j = A, ならば Un+1

j ≡ A. (4.23)

4.3.2 セルオートマトンルール

Mに対する条件：M ≤ A−Γ又はM = 0, 及びT に対する条件：T ≥ max{0,−(A+

B + Γ)}, そしてN = 0なる仮定の下で, Eqs.(4.12), (4.16)そして (4.23)を用いて
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{Un
j }に対するいくつかのセルオートマトンルールが導出される. 以下, それらの

ルールを見ていこう.

(Case1) まず, V n
j が常にEq.(4.22)のみ満たす場合を考える. これは, Eq.(4.16)の初

期条件としてV 0
j ≤ max{3W 0

j ,W
0
j +Γ+B},W 0

j ∈ {A,Γ}であるとき, S ≤ A+B

かつ I ≤ A + B + Γとすれば十分である. この場合, V n
j は Eq.(4.12)から完全

に削除される. したがって, 系の時間発展は超離散Allen-Cahn方程式と同じも

のとなる. 具体的には, Eq.(4.12)の時間発展はM ≤ A−Γに対してエレメンタ

リーセルオートマトンルール 250を, M = 0に対してエレメンタリーセルオー

トマトンルール 254として記述される.

(Case2) 今, S = 3Γ− Aかつ I < 3Γとしよう. このとき Eq.(4.16)は

V n+1
j = max(V n

j±1, V
n
j , 3Γ− A+ Un

j ) (4.24)

となる. もし, ある nと jが存在して, W n
j = Γのときに V n

j がEq.(4.21)を満た

すとする. すなわち, V n
j = 4Γ− Aとする. このとき, 4Γ− Aが Eq.(4.24)の中

で一番大きいことから, Un+1
j = Aであり, V n+1

k = 4Γ − A (k = j, j ± 1)とな

る. したがって, Un+2
k = A (k = j, j ± 1)となる. 同様に計算することによって,

V n+2
k′ = 4Γ− A, Un+3

k′ = A (k′ = j, j ± 1, j ± 2)を得る. これを繰り返すと, あ

る時刻 n0が存在して全ての jで Un0
j = Aとなる.

(Case3) S = 3Γ− A, I < 3Γとして V n
j±1, V

n
j ≤ 3Γ− A + Un

j を任意の nについて

仮定しよう. この場合, Eq.(4.24)は

V n+1
j = 3Γ− A+ Un

j (4.25)

となる. さらに, Eq.(4.12)をW n
j ∈ {A,Γ}と T ≥ max{0,−(A + B + Γ)}のも

とで式変形すると,

Un+1
j = W n

j +max{T + Γ + 2W n
j , T + A+B + Γ}

−max{T + 3W n
j , T +B + Γ +W n

j , T + V n
j }

となる. ここで, Γ < T + 3Γなる関係式を用いた. さらに, この方程式と

Eq.(4.25)とを結合することによって, Un
j , U

n
j±1, そしてUn−1

j を変数とした以下

の超離散方程式を得る.

Un+1
j =W n

j +max(Γ+2W n
j , A+B+Γ)−max(3W n

j , B+Γ+W n
j , 3Γ−A+Un−1

j )

(4.26)
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ただし, W n
j = max(Un

j+1, U
n
j +M,Un

j−1)である. 以上より, Eq.(4.23)を考慮に

入れて次のセルオートマトンルールを得る.

W n
j =

A, → Eq.(4.23)

Γ, → Eq.(4.26)
(4.27)

(Case3-a) ここから, Case3におけるセルオートマトンダイナミクスの特徴

を調べていく. まず, M = 0を考えよう. このときW n
j = max(Un

j+1, U
n
j , U

n
j−1)

となり, Eq.(4.27)から得られるセルオートマトンのルールはTable 4.1 となる.

Table 4.1: M = 0における (4.27)によって与えられるセルオートマトンルール. Un+1
j のカッコ内の

値は, Un−1
j のカッコ内の値から計算されるものである.

Un−1
j Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A)

Un
j+1, U

n
j , U

n
j−1 Γ,Γ,Γ Γ,Γ, A Γ, A,Γ A,Γ,Γ Γ, A,A A,Γ, A A,A,Γ A,A,A

Wn
j Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γ A

Un+1
j A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(A)

Eq.(4.26)が時間に対して二階の差分方程式となっていることから, {U0
j }と{U1

j }
を初期条件として与える必要がある. Fig.4.3は, 三つの異なる初期条件におい

て Table 4.1のルールに従って得られる時空間パターンの結果である. ここで,

黒, 白はそれぞれΓ, Aの値を表している. 初期条件は以下の (a)-(d)として定め

ている. (a)ある一点を U0 = U1 = Γとし, その他の点は U0 = U1 = Aとして

いる. (b)異なる二つの点をU0 = U1 = Γとして, それ以外の点はU0 = U1 = A

としている. (d) ΓとAをランダムに U0, U1に割り当てている. さて, Fig.4.3

の特徴を見てみよう. Fig.4.3(a)において, Γの値をもった初期値から, U = Γな

る二つのセルが周期的に作られており, この二つのセルはパルスとして互いに

反対方向に伝搬する. Fig.4.3(b)は, この二つのパルスが衝突する際, 対消滅す

ることを示している. Fig.4.3(d)では, ランダムな初期条件からの時空間パター

ンを示している. なお, Fig.4.3(b)は初期条件において、２つの”Γ”の間隔を一

つずらしても、時空間パターンは周期的挙動を保持し, 次の Case3-bに見られ

る初期配置の違いによる挙動の違いを起こすことはない (Fig.4.3(c)).

(Case3-b) M ≤ A − Γのとき, すなわちW n
j = max(Un

j+1, U
n
j−1)のとき,

Eq.(4.27)からTable 4.2なるセルオートマトンルールを得る. Table 4.2によっ

て出現する時空間セルオートマトンパターンを, 初期条件を変えて計算したも

のを Fig.4.4に示した. ここで, 黒, 白はそれぞれ Γと Aを表している. また,

初期条件は以下の (a)-(d)として定めている. (a)ある位置 jで U0
j = U1

j+1 = Γ

とし, その他は全て U0 = U1 = A. (b), (c)ある位置 j と k (̸= j)に対して
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Figure 4.3: Table 4.1 における時空間パターン. 下から上へ時間発展している. 黒, 白色はそれぞれ
Γと Aに対応している.

Table 4.2: M ≤ A − Γにおける (4.27)によって与えられるセルオートマトンルール. Un+1
j のカッ

コ内の値は, Un−1
j のカッコ内の値から計算されるものである.

Un−1
j Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A) Γ(A)

Un
j+1, U

n
j , U

n
j−1 Γ,Γ,Γ Γ,Γ, A Γ, A,Γ A,Γ,Γ Γ, A,A A,Γ, A A,A,Γ A,A,A

Wn
j Γ Γ Γ Γ Γ A Γ A

Un+1
j A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(Γ) A(A) A(Γ) A(A)

U0
j = U1

j+1 = Γであり, U0
k = U1

k−1 = Γ. その他は全てU0 = U1 = A. (d) U0と

U1に対して A,Γをランダムに割り当てた. さて, Fig.4.4の時空間パターンの

特徴を見よう. まず, Fig.4.4(a)を見ると, 初期位置から U = Γの値を保ちなが

ら右方向へ進行するセルが存在する. Fig.4.4の (b), (c)は, U = Γの値を取り

ながら進行するセルの衝突において二つの異なる場合が存在することを表して

いる. すなわち, 衝突後また進行するソリトンのように振る舞う衝突と, 対消滅

してしまう衝突がある. この衝突後の違いは, 衝突するふたつのセルの相対位

置に関係している. もし, 進行してきたセルがある時刻 nで位置 jにいたとき,

すなわち, Un
j = Γ, 反対方向から進行してきたセルと位置 j + 1において, すな

わち, Un
j+1 = Γで出会うとする. すると, これらはその後互いに通り抜けてし

まい, セルは保存される. 一方, もし二つの互いに反対方向から進行してきたセ

ルが, ある時刻で同じ位置に存在してしまうと, その後対消滅する. Fig.4.4(d)
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では, ランダムな初期条件からの時空間パターンを示している. Fig.4.4(b), (c)

で見たように, ソリトン的に振る舞うセルと, 対消滅するセルとが混在している

ことが見て取れる.
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Figure 4.4: Table 4.2 における時空間パターン. 時間発展は下から上へと発展している. 黒, 白色は
それぞれ Γと Aに対応している.

4.4 反応拡散モデルと超離散化モデルとの比較

本章では, まず 4.2にて反応拡散系 Eqs.(4.5), (4.6)から tropical差分化を用いて,

連立の超離散方程式 Eqs.(4.12), (4.16) を導出した. その後, 4.3で Eq.(4.12)におけ

る状態遷移の議論を行った. この議論はEq.(4.12)の形の超離散方程式に対し一般的

に行われるものであり, Fig.4.2に従って遷移することが分かった. このFig.4.2から,

状態が二値化し安定になることは非常に限られた範囲に限ることがわかる. この限

られた範囲に着目したとしても, 連立超離散方程式として機能するためには, さらに

人為的な条件Eq.(4.23)が必要であった. この条件は, あくまでEqs.(4.12), (4.16)か

ら物理的な時空間パターンを出現させるためのものであり, 数学的論理に基づくも

のではない. しかしながら, Eq.(4.23)の条件を基に計算すると, Fig.4.3, Fig.4.4で見

たように, 確かにいくつかの時空パターンの存在が確認される. したがって, このよ

うな (境界)条件は確かに必要だと思われる. この条件の詳しい導出は今後の課題で
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ある.

さて, 反応拡散系Eqs.(4.5), (4.6)は f(u)をEq.(4.7)とするとき, 変数に依存して

興奮性 (excitability), 振動性 (oscillatory), また, 双安定性 (bistability)などの性質を

示す. 実際, 系は v =
κ

λ
u+

i

λ
なる一次関数が, v = −(u−α)(u− β)(u− γ)なる三次

関数と交点を一つ持ちかつその交点の x座標が三次関数の極小値の x座標より小さ

いならば興奮性, 三次関数の極小値の x座標より大きく, 極大値の x座標より小さい

ならば振動性, そしてもし交点を三つもつならば双安定性を示す. これらの特徴は,

本論文中Fig.4.3, Fig.4.4で示したセルオートマトンルール (Case1)～(Case3)におい

て Fig.4.2のダイアグラムおよび得られた時空パターンを考慮すれば, 超離散系と以

下のような定性的対応がつく : (i) Case1は双安定性. ただし, Γの方がAより安定.

(ii) Case2は双安定性. ただし, Aの方が Γより安定. (iii) Case3はCase3-a, Case3-b

ともに興奮性. 実際に, Case3-a, Case3-bが興奮性を示すことは, 以下のように確か

められる. 今, セルオートマトンの初期値として全ての位置 jにおいてU0
j = U1

j = Γ

を考えたとき、Case3-a, および, -bのルール (Table I, II)いずれの場合も, n = 2以

降の全ての位置においてセルの状態はAとなる. したがって, Case3-a, Case3-bとも

に興奮性を示す. しかしながら, 係数を定量的に比較し対応関係をより具体的につけ

ることは困難であると思われる. というのは, 変数変換 (4.10), (4.15)から, 元の方程

式と超離散後の方程式との係数は一対一対応していない. このため, 変数間の対応に

ある程度任意性が出てきてしまう.

また反応拡散系Eqs.(4.5), (4.6)はEq.(1.1)の一般化になっていることに注意しよ

う. Eq.(1.1)なる反応拡散モデルは, 第 1章で述べたように, 周期的に反対方向にパ

ルスを放射する解や, パルスの対消滅, 保存, 自己複製の存在が示されていた. このと

き, f(u)が (4.7)で与えられる場合は安定に伝播するパルスどうしが衝突すると対消

滅する [20]. この事実は,超離散系の時空パターン,特にCase3-bにおいて, Fig.4.4(c)

が反応拡散系で得られる時間発展に対応し, 一方Fig.4.3(a)及びFig.4.4(b)が超離散

化による副産物と考えることを示唆するものである.

ここで, Case3-aの Fig.4.3(a)における周期性の出現について, Case3-bとの違い

を見るために以下のような簡単なセルオートマトンモデルを考えよう. ３つのセルか

らなる系に周期境界条件を課し, 初期条件をU0
1 = U0

3 = U1
1 = U1

3 = Γ, U0
2 = U1

2 = A

とする. このとき, Case3a, Case3bのルールでの時間発展は以下のTable 4.4のよう

になり, n = 3以降, Case3-aと-bとの間に違いが現れることがわかる. この表にお

いて, Case3-b では興奮系が保たれる一方, Case3-a ではペースメーカーのような周
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Table 4.3: 3つのセルから成る系における Case3-a, Case3-bによるセルオートマトンの時間発展

(Case3-a) (Case 3-b)
n = 0 Γ, A,Γ Γ, A,Γ
n = 1 Γ, A,Γ Γ, A,Γ
n = 2 A,Γ, A A,Γ, A
n = 3 A,Γ, A A,A,A
n = 4 Γ, A,Γ A,A,A
n = 5 Γ, A,Γ A,A,A

期的挙動 (periodic generation)がみられる. この違いは, Table I. の右から３番目の

ルールが原因であり, Case3-aにおける「周期性」は超離散化によって生じた, 元の

反応拡散系 (4.5)-(4.7)では見られない副次的なものであると示唆される.

ところで, 4.3で示された時空間パターンにおいて, セルオートマトンセルの自己

複製, そして Sierpinski gasketパターンは見られなかった. その理由を大雑把に述

べるために, 逆超離散化の方法を用いよう. ここで, 逆超離散化の方法とは, 超離散

化の逆のプロセスによって超離散方程式から差分方程式を導出する方法のことをい

う [100]. 逆超離散化によって, 与えられたセルオートマトンパターンを記述するセ

ルオートマトンの方程式から, 同じセルオートマトンパターンを記述する微分方程

式や差分方程式を導き出す研究も進められている [101][102]. 例えば, 諸言で述べた

Sierpinski gasketパターンの方程式 Eq.(1.2)は逆超離散化によって以下の微分方程

式を導く. 
∂x(r, t)

∂t
= −(x(r, t)− E(y1(r, t), y2(r, t)))

∂y1(r, t)

∂t
= −γ

(
y1(r, t) + λ

∂y1(r, t)

∂r
− F (x(r, t)

)
∂y2(r, t)

∂t
= −γ

(
y2(r, t) + λ

∂y2(r, t)

∂r
− F (x(r, t)

) (4.28)

ここで, E(v, w) = ε log cosh[(v−w)/ε], F (v) = (1 + e−(v−a)/ε), λ, a, ε > 0, γ > 1で

ある. Eq.(4.28)はパラメータを適当に選べば, Sierpinski gasketパターンを解として

形成する. 注意として, 逆超離散化されて差分方程式または微分方程式を導く際, そ

れは一意的ではない. これは超離散方程式と元の微分方程式のパラメータが一対一

対応しておらず, 対応にある程度任意性があることが原因であり, 例えば逆超離散化

後の係数は一意には決まらない.

今回得られた時空パターンは Eq.(4.26)なる時間に対して二階の超離散方程式が

基となっているが, このときの抑制因子に対する方程式はEq.(4.25)で与えられてい
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た. これを逆超離散化してみると,

V n+1
j = S + Un

j (S = 3Γ− A)

⇔ ε ln
vn+1
j

θn+1
= ε ln

∆tκµn

θn+1τv
+ ε ln

unj
µn

⇔ ln vn+1
j = ln∆tκ− ln τv + lnunj

⇔ vn+1
j =

∆tκ

τv
unj

⇔ τv
vn+1
j − vnj
∆t

= κunj −
τv
∆t
vnj

したがって,

τv
vn+1
j − vnj
∆t

= κunj −
λ

1− 3θ
vnj (4.29)

を得る. ただし, N = 0から得られる関係式 ∆t/τv = (1 − 3θ)/λを用いた. こ

こで, もし ∆t → 0とすると, θ → 0となることから上記の差分方程式から微分

方程式 τv
dv

dt
= κu − λvを得ことができるように思われる. しかしながら, これは

1− 3θ = λ∆t/τvに矛盾してしまう. したがって, われわれは上記の差分方程式を扱

うことにする. このEq.(4.29)はEq.(4.6)のDv, I ≪ 1なる近似として得られる方程

式である. この近似をおこなった, 反応拡散系Eqs.(4.5), (4.29)はEq.(1.1)に特別な

場合として含まれることになるが, このときの解として, パルス自己複製は存在せず,

したがって Sierpinski gasketは現れないことが知られている [20]-[23]. したがって,

Case3で導出した時空間パターンには, 自己複製は現れないことが予想される.

以上, Eq.(1.1)における解の性質と, 超離散系Eq.(4.12), (4.16)との上記以外の関

係性はほとんど明確になっていない. 今回超離散系で導出された時空パターンは, 厳

密な安定状態において記述されたものであり, かつ, そもそも超離散化を行うという

事は, もとの微分構造を線形化し情報を簡潔にしてしまう (第 2章). そのため, もと

の微分方程式のパラメータの僅かな範囲内で見られる解の性質や, 安定から不安定

へ変わるその境界部分の性質を再現するためには, 安定性以外の部分の超離散系の

議論が必須である. その議論を行っていく中で, 付加条件Eq.(4.23)の物理的意味や,

Sierpinski gasketなど, もとの反応拡散系の解に見られる離散構造の出現意味を見出

すことが, 今後の課題となっていく.



Chapter 5

総括

本論文では, 時空間パターン現象を新たに解析する手法としての超離散法について

述べてきた.

これまで多くの場合, 超離散法は可積分系の方程式について適応されており, そ

こから新たな離散モデルを構築してきた. この際, 可積分系では保存量が存在する

ため, これを軸に超離散化法による現象の解析が進んできた. 一方, 非平衡統計力学,

非線形動力学の分野では, 保存量をもたない方程式は数多く存在する. 実際に第 3, 4

章で超離散化を行った元の方程式 Eq.(3.1)や Eqs.(4.5), (4.6)は, 保存量を持たない

方程式である. 今回これらの方程式を超離散化する最大の理由は, 方程式において

時空間セルオートマトンパターンとして表せる解の存在であった. 超離散方程式は

その代数構造上, セルオートマトンとの対応が直接行われる. 第 3章でみた双安定

素子集団の方程式や第 4章でみた反応拡散方程式はその解のパターンが完全にセル

オートマトンで表せる. 実際, Eq.(3.1)は Fig.3.7, Eqs.(4.5), (4.6)は特別な場合とし

て Fig.1.5の時空間セルオートマトンパターンを生み出す. しかしながら, もとの微

分方程式からセルオートマトン解を解析的に導くことは困難であり, その微分方程

式とセルオートマトンとの数学的関係性も明確ではない.

本論文における非平衡統計力学, 非線形動力学における超離散化の研究は, この

微分方程式とセルオートマトンとの関係性の解明に主眼を置いてきた. この解明に

あたり第 2章の数学的準備においては, 得られた超離散方程式がセルオートマトン

と対応づくかどうかをいくつかの例を基に議論した.

第 3章の大域的かつ非対称局所的に相互作用した双安定素子集団の振る舞いにお

いては, 現象を再現する力学系モデルにおける微差分方程式Eq.(3.1)から, 超離散化

法を用いて得られる確率セルオートマトンモデル Eq.(3.39)の導出可能性を検討し,

Eq.(3.39)が適当な確率関数を与えることで, 既に発見的に得られているセルオート

マトンモデルのダイナミクスを再現することを示した. さらに, セルオートマトンモ

79
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デルと力学系モデルにおける相互作用の効果に違いが生まれることを示し, 超離散

化法によってパターン現象を見ることで, 新たに現象解明につながる問題が提起さ

れることを見た.

第 4章では, 超離散化の反応拡散系への応用を試みた. 始めに, max-plusモデル

(4.1)がBZ反応に対する反応拡散系と関係していることを述べた. これは, 連立超離

散系によるモデルの構築を示唆させるものであった. そこで, 非平衡開放系における

パルスの伝搬を示す反応拡散系として, 既に多くの研究がなされている反応拡散方

程式 (1.1)に対して, これを一般化した方程式 (4.5), (4.6)をもとに超離散方程式の導

出を試みた. Eq.(1.1)は, その解がセルオートマトンで表せることがすでに知られて

おり, 特にある条件の下では Sierpinski gasketなる自己相似パターンを作る. そこで

今回, 得られた連立超離散方程式 (4.12), (4.16)がセルオートマトンと対応付け可能

であるための条件及び対応ついた解のセルオートマトンパターンを導出した. まず,

時刻 nで与えられた V ȷnに対し Un
j から Un+1

j への状態遷移 (Fig.4.2)を示すことで,

セルオートマトンとの対応付けの条件 (4.21)及び (4.22)を導出した. さらに (4.23)

を加えると超離散方程式 (4.12), (4.16)から矛盾なくセルオートマトンパターンで表

せる安定状態での解を得ることが出来た. そしてそれらのパターンは方程式 (4.12)

中のパラメータM を変えることによって変化する. 今回の議論では, 不安定状態で

の議論がなされていないため, Fig.1.4のようなフラクタルパターンの解は発見でき

なかった. この点については今後の課題としたい.

超離散化法の, 非平衡, 非線形系への適応及びそれによる現象を新たに解明する

研究 [103]-[107]はまだあまり多くはないように思われる. 本研究を通し, セルオート

マトンで表現されるような時空間パターン形成現象と元の微分方程式との数学的関

係性の理解は深まったものの, 完全に超離散化によって関係性が解明されたわけで

はない. そもそも与えられた微分方程式に対する超離散化法自身の問題は, 第 2章の

2.2または第 3章の 3.4の冒頭に述べたが, これらの数学的問題を解決したとしても

なお, 超離散化後の方程式が局所線形的に現象のダイナミクスを見ていることから

生じる情報の欠如により, 元の微分方程式と食い違う部分が出てきてしまう. しかし

ながら, 超離散化したデジタルの世界から簡略化して自然現象を見ることにより, 現

象をより簡単にとらえ解析することが可能となる. それによって第 3, 4章でみたよ

うに, もとの微分系では見えない現象の新たな部分が発見できる思われる. 今後, 時

空間パターン形成現象を新たな見方で解明する手法として, 超離散化の研究が発展

することが望ましい.
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