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記号一覧

以下に本論文において用いられる用語と記号の対応表を示す．

用語 記号
LiNGAMにおける i番目の観測変数 xi

LiNGAMにおける j番目の観測変数から i番目の観測変数へのパス係数 bij
LiNGAMにおける i番目の観測変数に対する誤差（非観測変数） ei
主問題における各入力に対する重み vT

主問題における各出力に対する重み uT

主問題における対象DMUの評価値 z

CCRモデルにおけるDMUoの入力 xo

CCRモデルにおけるDMUoの出力 yo
CCRモデルにおけるDMUの入力 X

CCRモデルにおけるDMUの出力 Y

双対問題における対象DMUの評価値 w

入力指向モデルにおける対象DMUの評価値 θ

入力指向モデルにおける各DMUに対する重み λ

出力指向モデルにおける対象DMUの評価値 η

出力指向モデルにおける各DMUに対する重み µ

入力指向モデルにおける対象DMUの i番目の入力に対する改善案 x̂i

入力指向モデルにおける参照集合内の k番目のDMUの i番目の入力 xik

入力指向モデルにおける参照集合内の k番目のDMUに対する重み λ

出力指向モデルにおける対象DMUの j番目の出力に対する改善案 ŷj
出力指向モデルにおける参照集合内の k番目のDMUの j番目の出力 yj
出力指向モデルにおける参照集合内の k番目のDMUに対する重み µ

提案手法における d番目の市区町村の i番目の入力 xid

提案手法における d番目の市区町村の i番目の出力 yid
提案手法における d番目の市区町村に対する重み λd

robust Z − scoreにおける正規化後の値 ι

robust Z − scoreを用いて正規化するデータ集合内の値 x

robust Z − scoreを用いて正規化するデータ集合 X

robust Z − scoreを用いて正規化するデータ集合の中央値 median(x)

robust Z − scoreを用いて正規化するデータ集合の正規四分位範囲 NIQR

0～1変換の結果の値 ι′

0～1変換を行うデータ集合内の値の最大値 max|ι|
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第1章

はじめに

§ 1.1 本研究の背景
近年．コンピュータサイエンスの発展は，ハードウェアとソフトウェアの進化により，さ
まざまな分野で顕著な成果を上げている．特に，処理能力の向上やアルゴリズムの革新に
よって，大規模な最適化問題に対するアプローチが進展し，実世界での適用範囲が拡大して
いる．これに伴い，複雑で高次元な問題を効率的に解く技術の需要が急速に高まっている．
中でも，大規模なデータ処理や最適化問題は，企業や研究機関において重要な課題となっ
ており，解決策としての最適化技術の有効性が強調されている．たとえば，ソーシャルネッ
トワークサービス（SNS）の普及により，膨大な量のログデータや通信パスの解析が求め
られ，これらのデータの中から有用な情報を抽出するためには，非常に高度で効率的な最
適化技術が必要とされる．さらに，IoT（モノのインターネット）やビッグデータの普及に
より，処理対象となるデータ量やネットワーク規模が爆発的に増加しており，従来のアル
ゴリズムでは計算時間やメモリの制約が大きな課題となることが多い．
また，科学技術計算やエンジニアリング分野においても，大規模なシミュレーションや
データ分析が求められるシーンが増えており，これらに対する効率的な最適化手法の開発
は，ますます重要となっている．特に，エネルギー消費の最適化や製造業における生産計
画，交通システムの最適化など，実際の現場における最適化問題では，多くの制約条件や
競合する目標が存在し，解法の選定が非常に難しくなっている．
最新のコンピュータ技術においても，これらの問題を解決するためには膨大な計算リソー
スと時間が必要であり，従来のアルゴリズムでは計算時間の長期化や収束性の低下が問題
となる場合が多い．したがって，計算資源を効率的に活用し，短時間で最適解を見つける
ための新たな手法が求められている．
このような背景を踏まえ，複雑で高次元な最適化問題を解決するために，粒子群最適化

（PSO）などの群知能に基づくアルゴリズムが注目されており，其有効性は多くの実際の問
題において証明されている．しかし，PSOのような進化的手法には，局所的最適解に陥る
リスクや，計算の収束速度が遅くなる課題が依然として存在するため，これらの問題を改
善するためのさらなる研究が必要とされている．
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§ 1.2 本研究の目的
本研究の目的は，，数ステップでもっとも最適な解が見つかる新しいハイブリッド動的シ
ステムを実際の多目的最適化問題に適応する．つまり上下限制約条件付き最適化問題に対
し直接適用可能な勾配情報を追加した粒子群最適化アルゴリズムを活用し, それを拡張する
ことで，多目的スケジューリング問題へ組み込みを行う

§ 1.3 本論文の概要
本論文は次のように構成される．

第 1章 本研究の背景と目的について説明する．背景では，昨今における，教育におけるデ
ジタルトランスフォーメーションの例について説明している．目的では，医療分野に
対する，マルチエージェントシミュレータを用いたデジタルトランスフォーメーショ
ンについて述べている．

第 2章

第 3章

第 4章

第 5章

第 6章 本論文における前章までの内容をまとめつつ，本研究で実現できたことと今後の展
望について述べる．
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第2章

多目的最適化の粒子群最適化

§ 2.1 粒子群最適化アルゴリズム
Swarm Intelligence（群知能）は，鳥や魚，アリのコロニーなどのグループの行動に基づ
く最適化手法である．この技術の一つである粒子群最適化が開発され，様々な研究に応用
されている．しかし，粒子群最適化の収束は根拠がない．本研究では，より良い最適解を
求めるための群知能とニューラルネットワークダイナミックスの新しいハイブリッド動的
システムを提案した．本節では主な結果として，粒子群最適化と勾配法のメカニズムを理
論的にどのように組み合わせるかを示し，今後は提案システムが客観的な環境のグローバ
ルな情報に基づいて補間探索を実現できることを確認する．
粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization : PSO) は，群の中の固体（粒子）が持つ最
良の情報とそのグループの最適値から過去の探索から考慮した確率的最適化手法であり，ケ
ネディ[1]が社会的行動に基づいて開発した並列進化計算技術である．社会的方法と計算方
法の両方を扱う PSO に関する標準的な研究がある [2]．　本節では数ステップでもっとも
最適な解が見つかる新しいハイブリッド動的システムを提供する．そこで連続PSO アルゴ
リズムに勾配法を組み込み，定式化を行う．そこで，提案した手法の有効性を示す．その
後，提案したPSO の手法を用いて取得したライフログのクラスタリング行い，その結果を
示す．
PSOは群を成して移動する生物の行動を模範したアルゴリズムである．群をなす生物を
粒子としてモデル化し，粒子は最適化問題における候補解を示している．PSOは群の中の
粒子がもつ最良の情報とその集団の最適値から過去の探索を考慮し，さらにその集団の各
粒子の位置および速度を更新することによって計算される．以下にPSO の解説を示す（図
1参照）．ここで、PSOの探索模式図及び速度と位置の更新式より，各粒子が持つ最良の情
報に向かう力，集団の最適値に向かう力，これまでの進行方向へ向かう力の 3つのベクト
ルを合成して速度ベクトルを決定し，それを元に次に移動する位置を決定する [3].

xk+1
p = xk

p + vk+1
d (2.1)

vk+1
p = wvkp + c1r1(xpbest − xk

p) + c2r2(xgbest − xk
p) (2.2)
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図 1 PSOの更新式

ここで xk
d は粒子の位置，vkd は速度，w は慣性係数，c1 と c2 は学習係数，r1 と r2 はラ

ンダムな数値である．PSO の速度ベクトルは，pbest に向かうベクトル，gbest に向かうベ
クトル，そして過去の進行方向に基づくベクトルの合成によって決定される．
ここで，PSOの探索模式図及び速度と位置の更新式より，pbest に向かう c1r1(x

d
k − xk

d)，
gbest に向かう c2r2(x

d
k − xk

d)，これまでの進行方向へ向かう wvdk の３つのベクトルを合成
して速度ベクトル vk+1

i を決定し，それを元に次に移動する位置 xk+1
d を決定する．PSO の

探索式はランダム要素を含み，同時に最良解情報である pbest と gbest が探索に伴い変化す
るという時変性を有している．PSOの探索手順を以下に示す．
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図 2 PSOの探索手順

このままの形では理論解析が困難であるので，一つの粒子（Particle）に着目し，一次元の
位置 x と速度 v について考え，さらに pbest と gbest を一つの点に縮約した簡略モデルが提
案されている [4]．この簡略モデルは，確定的な線形時不変システムとして表現されており，
その安定性を示す．
粒子 i に注目すると速度ベクトル vk+1 は以下の式のように変形できる．ステップ幅 φ は
二つの一様乱数を足し合わせたものであり，最小値 0，最大値 C1 + C2，平均 C1+C2

2
の分

布に従う．

vk+1 = wvk + φ(P − xk) (2.3)

ここで，P は以下のように定義される：

P =
φ1p

k
best + φ2g

k
best

φ1 + φ2

(2.4)

また，φ = φ1 + φ2，φ1 = C1rand，φ2 = C2rand とし，さらに yk = P − xk とおくと，
以下のように表せる．φ = C1+C2

2
と見なすと固有値 λ は以下のように表せる．[

vk+1

yk+1

]
=

[
w φ

−w 1− φ

][
vk
yk

]
(2.5)

したがって，固有値 λ は次のように表される：

λ = w + 1− φ±
√

(w + 1− φ)2 − 4w2/2 (2.6)

よって，λ = 1 を境にシステムの特性が安定・不安定（収束・発散）に変化することが分
かる．
この式より，λ は (1) 式の定数 w, C1, C2 を変化させることにより変動する．離散線形
システムの安定条件より，λ が 1 を境にシステムの特性が安定・不安定 (収束・発散) に変
化することがわかる．
粒子が漸近安定となる条件は 0 ≤ φ < 2w + 2, 0 ≤ w < 1 で与えられる．よって，上記
条件を把握することは，探索の軌道とパラメータの関係を把握するうえで重要となる．
ここでは、群れに弱い集中化の特性をもたせるようにパラメータが w = 0.729, C1 = C2 =

1.4955 と設定される．
この解析により群れの収束発散を制御できるため，Vmax 設定の困難さが軽減されること
になる．
この解析手法の拡張として，多数の粒子での多次元での相互作用を pbest の更新に取り
入れた検討も行われている [5]．

§ 2.2 制約がある場合のPSO

PSO に関する研究は，この手法自体の特性に関するものから応用研究にいたるまで，す
でに数多くなされているが，一般に，変数の次元の小さい無制約問題に対しては，更新式
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のパラメータを適切に調節すれば，比較的効率よく大域的最適解が探索可能であるのに対
して，変数次元の大きな問題に対しては，必ずしも大域的最適化が効率よく求められない
ことが指摘されている [6]．そこで，変数次元が比較的大きな問題であっても，ある程度狭
い有界な領域を制約条件とする問題であるならば，その領域上の大域的最適解を比較的効
率よく探索できる制約条件付最適化問題を直接解くことが可能な PSOについて解説する．
まず，この PSO がもつパラメーターは確定的な値をとるものとした下で，PSO を上記の
ような力学モデルとして解釈し，まず上下限制約領域内に束縛した PSO モデルを導出す
る．このために，畳み込み積分を用いて慣性型連続時間系PSO モデルを表し，それに非線
形作用素を施すことによって，上下限制約を全空間に対応づける変数変換を施したモデル，
およびそれに対応した内部状態表現モデルを導出する．このモデルにおいて内部状態変数
が慣性型連続時間系の PSO モデルで表され，その状態量を出力関数に通すことによって，
上下限制約に束縛された挙動を観測することができる．この出力関数は，いわゆるポップ
フィールド型ニューラルネットワークやカオニューラルネットワークのモデルに用いられ
るシグモイド関数と同じである．
PSOの更新式を力学系モデルとみなし，その連続化を試みると，

dxp(t)

dt
= c

∫ t

0

e−a(t−τ) [Fp(xp(τ), τ) + C(xp(τ), τ)] dτ (2.7)

d2xp(t)

dt2
+ a

dxp(t)

dt
= c [Fp(xp(t), t) + C(xp(t), t)] (2.8)

またそれぞれの関数 Fp と C は以下のようになる．

Fp(xp, k) = c1 (xp(lp(k))− xp) (2.9)

C(xp, k) = c2 (xQ(k)(lo(k))− xp) (2.10)

ここで、lp(k) や (Q(k), lo(k)) は次のように定義される：

lp(k) = argmin
l

{E(xp(l)) | l = 0, 1, . . . , k} (2.11)

(Q(k), lo(k)) = argmin
(q,l)

{E(xq(l)) | q = 1, 2, . . . , P, l = 0, 1, . . . , k} (2.12)

また，lp(k) は時刻 k までにおいて，個体 p が関数 E の値を最も小さくした時刻を表し
ており，その状態 xp(lp(k)) は PSOにおける p-bestに相当する．さらに，(Q(k), lo(k)) は
時刻 k までにおいて，P 個の個体の中で関数 E の値を最も小さくした個体番号とその時
刻を表しており，その状態 xQ(k)(lo(k)) は PSOにおける g-bestに相当する．
ここで，lo(k) は個体 p に対応して決まる離散時刻であるため，Q(k) と lo(k) との間に
は次の関係が成り立つ：

Q(k) = argmin
q

{E(xq(lq(k))) | q = 1, 2, . . . , P} (2.13)
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lo(k) = lQ(k)(k) (2.14)

また，2階微分方程式で表される連続時間系モデルの状態変数表現を

up(t) = xp(t), vp(t) =
dup(t)

dt
+ aup(t) (2.1)

とおいて導入すると，離散時間系に対応した連続系の内部状態表現モデルは，

dup(t)

dt
= −aup(t) + vp(t) (2.15)

dvp(t)

dt
= c [Fp(up(t), t) + C(up(t), t)] (2.16)

解説したままのモデルでは無制約なので，制約条件に対応したモデルである上下限制約
連続時間 PSOモデルを以下の式に示す．上下限制約付最適化問題

minE(x) (2.16)

subj: xi ≤ qi; i = 1, . . . , n (2.17)

を直接解くために，この上下限制約領域内に問題の変数を変換して無制約化した新たな変
数空間に無制約PSOモデルを適用した「変数変換モデル」を導入する．非線形変数変換モ
デルを作成するために，

xi = fi(yi) =
qi + pi exp(−yi)

1 + exp(−yi)
(2.18)

とおく．この変換式を制約条件付き問題に代入して変数 xを消去すると，

minE(f(y)) (2.19)

を得ることができる．よって式 (2.8) に対応させると，
d2yp(t)

dt2
+ a

dyp(t)

dt
= c [Fp(yp(t), t) + C(yp(t), t)] (2.20)

またそれぞれの関数は以下のようになる．

Fp(yp, t) = c1(yp(Tp(t))− yp) (2.21)

Cp(yp, t) = c2 (yQ(t)(To(t)− yp)) (2.22)

次にプログラムへの実装を考えた時に，連続式のままではプログラムに実装することが
難しいので，オイラー法を用いて連続式を離散化し非線形変数変換モデルの離散化PSOを
作成する．それぞれに対応する式を以下に示す．

up(k + 1) = (1− a∆T )up(k) + ∆Tvp(k) (2.23)

vp(k + 1) = vp(k) + c∆T [Fp(up(k); k) +C(up(k); k)] (2.24)
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Fp(k; k) = c1 (up(lp(k))− up(k)) (2.25)

Cp(k; k) = c2 (uQ(k)(lo(k))− up(k)) (2.26)

lp(k) = argmin (E(xp(l)) | l = 0, . . . , k) (2.27)

(Q(k), lo(k)) = argmin (E(xq(l)) | q = 1, 2, . . . , P ; l = 0, 1, . . . , k) (2.28)

xp(i)(k) = fi(up(i)(k)) =
qi + pie

−up(i)(k)

1 + e−up(i)(k)
; i = 1, . . . , n (2.29)

PSO では，関数 Fp や C の中に含まれる係数 c1, c2 に対して一定区間内の一様乱数によ
り揺らぎを与えて局所的に不安定化させているが、(2.23) 式のモデルにおいて ∆T による
分岐特性により不安定化や安定化を調節する新しいモデルを構築することができる．
すなわち，従来の PSOでは，gbest情報を探索点群全体で共有し，さらに p-best，g-best
への移流の重みに一様乱数を用いた揺らぎを与えることにより局所的最適解からの離脱を
期待するのに対して，本提案手法では，p-best、g-best へ移流する構造を残した上で，さら
に比較的大きな ∆T に対する有界領域内全体に渡るカオス的な走査によって，より大域的
な探索を期待するのが特徴である．

§ 2.3 多目的最適化のパレート解
近年，多目的ダムや多目的ホールなど，”多目的”という言葉がいろいろと使われるよう
になってきた．これは一つのシステムあるいは機構をいくつかの異なった目的に対して機
能させるという意味であり，この言葉が用いられる背景には，社会的ニーズの多様化および
資源の効率的利用などの要求があると考えられる．すなわち，単一の目的関数を用いた最
適化問題でカバーできないような多目的最適化問題の重要性が高まってきているのである．
数理計画法や最適制御理論は広い意味で効率の良さを求めるための数学的手段であるが，
ほとんどの場合，解空間内で一つの目的関数を最小（または最大）にする最適点を決定す
ることが論じられている．多目的最適化問題に対しても，二つ以上の目的関数の和をとっ
て一つの目的関数にする重みパラメータ法や，一つの目的関数のみを残し，これ以外の目
的関数を制約条件に置き換える ϵ 制約法など，従来の数理的手法を応用しようとする方法
論がいくつか提案されている [7～10]．多目的最適化の本質は複数の目的関数間でのトレー
ドオフをいかにバランスさせるかという点にあり，従来の方法論では不十分である場合が
多い．
一方，多目的最適化の理論について見ると，目的関数間でのトレードオフをバランスさせ
得る解に関連して，“パレート最適性”が重要な概念として挙げられている [8]．一般に，こ
のパレート最適性を満足する解（パレート最適解）は複数個あり，いかにして二つの解（選
好解）を選び出すかが問題となる．従来，この選好解を決定（多目的意思決定）する過程
においては，パラメータを対話的に変更しながら，重みパラメータ法や ϵ 制約法を繰り返
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し適用する SWT（Surrogate Worth Trade-off）法などの対話的手法が提案されている [7]．
また，意思決定者の “あいまいな”選好をファジィ（fuzzy）理論を用いて表現し，数理的な
手法を適用しようとする報告もなされている [11-12]．しかしながら，パレート最適解のよ
うな解候補をあらかじめ集合として求め，これらを提示することができれば，より効率的
かつ適切に多目的意思決定を行うことが期待される．

多目的最適化問題

　問題A（多目的最適化問題）：F をRnの閉集合とする

F ≜ {x | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} (2.30)

とするとき、x ∈ Rnの p個の関数

fk(x), k = 1, . . . , p (2.31)

を、x ∈ F の範囲でなるべく小さくせよ．
この多目的最適化問題では，一般にすべての目的関数 fk(x), k = 1, . . . , pを同時に最小に
することはできない．むしろ，これらの間にトレードオフの関係があることが問題の本質
である．したがって，目的関数間での協調を図って各目的関数をできるだけ小さくするよ
うにしなければならない．

パレート最適解

まず，p次元定数ベクトル a, b間の不等関係を，

a ≤ b ⇐⇒ ai ≤ bi (i = 1, . . . , p) (2.32)

または
a < b ⇐⇒ ai < bi (i = 1, . . . , p) (2.33)

で定義する．ただし，aiおよび biは，それぞれ aおよび bの第 i要素である．ここで，

f(x) ≜ (f1(x), . . . , fp(x)) (2.34)

とすると，多目的最適化問題における解の優越関係は次のように定義される．

• 定義 1

x1, x2 ∈ F とする．
a. f(x1) ≤ f(x2)のとき，x1は x2に優越すると言う．
b. f(x1) < f(x2)のとき，x1は x2に強い意味で優越すると言う．

もし x1が x2に優越しているならば，x1のほうが x2より良い解である．したがって，ほ
かのいかなる解にも優越されない解を選ぶことが合理的な方法であると言える．
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• 定義 2（パレート最適解）
x0 ∈ F とする．
a. x0に強い意味で優越する x ∈ F が存在しないとき，x0を弱パレート最適解という．
b. x0に優越する x ∈ F が存在しないとき、x0を（強）パレート最適解という．
c. 任意の x ∈ F について f(x) > f(x0)が成り立つとき、x0を（完全）最適解という．

　目的関数が二つ（p = 2）の場合のパレート最適解の例を図に示す．図中，太線がパレー
ト最適解を，太い破線が弱パレート最適解をそれぞれ示している．

図 3 パレート解

定義により，最適解があればそれはパレート最適解であり，最適解が存在する時は，そ
れ以外のパレート最適解は存在しない．したがって，パレート最適解は多目的最適化問題
に対する最も合理的な解（の集合）であると言える．
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第3章

多目的最適化問題

§ 3.1 多目的最適化問題の具体例
代表的な多目的最適化問題として多目的ナップザック問題と多目的巡回セールスマン問
題を説明する．

多目的ナップザック問題

多目的ナップザック問題は、要素の集合

E = {e1, e2, . . . , eN}, (3.1)

要素の体積の集合
V = {v1, v2, . . . , vN}, (3.2)

および要素の価値の集合

C(1) = {c(1)1 , c
(1)
2 , . . . , c

(1)
N }, . . . , C(p) = {c(p)1 , c

(p)
2 , . . . , c

(p)
N }

が与えられた場合、次の式（3.3）および（3.4）を満たす要素の部分集合 E ′ ⊆ E を求める
問題として定式化される．

maximize


f1(x) =

∑N
i=1 c

(i)
1 xi

...

fp(x) =
∑N

i=1 c
(i)
p xi

(3.3)

subject to
N∑
i=1

vixi ≤ K (3.4)

ここで、K はナップザックの体積サイズであり，変数 xi は次のように定義される：

xi =

{
1 if ei ∈ E ′

0 if ei /∈ E ′
(3.5)

図 ?? に，多目的ナップザック問題を簡略に説明したものを示す．

11



図 4 多目的ナップザック問題

図 4を用いて多目的ナップザック問題の説明を行う．同図の円柱はナップザックで，その
中に詰め込むことのできる要素の総体積を表すサイズは，K で表される．また，円で示し
た a から i はナップザックに詰め込むべき要素を表しており，各要素には属性として体積
と複数の価値が存在する．
多目的ナップザック問題はこれらの要素をある組み合わせでナップザックに詰め込むと

き，その体積の和がサイズ K を越えないようにした上で，それぞれの価値の和が最大とな
るような要素の組み合わせを求める多目的最適化問題ということができる．
従来よく知られている単目的ナップザック問題と異なる点は，1つの要素に対し 2つ以上

の価値が存在することである．

多目的巡回セールスマン問題

多目的巡回セールスマン問題は，都市の集合 U = {1, 2, . . . , N} とし，都市 (i, j) 間のコ
ストを c

(1)
ij , c

(2)
ij , . . . , c

(p)
ij とすると，N 個の都市すべてをちょうど 1 度ずつ巡って出発した

都市に戻ってくる巡回路の中から，通過した道のコストの総和を最小にする問題とし，以
下のように定式化される．

minimize


f1(x) =

∑
i∈U

∑
j∈U c

(1)
ij xij

f2(x) =
∑

i∈U
∑

j∈U c
(2)
ij xij

...

fp(x) =
∑

i∈U
∑

j∈U c
(p)
ij xij

(3.6)
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subject to



∑
j∈U xij = 1, ∀i ∈ U∑
i∈U xij = 1, ∀j ∈ U∑
j∈U\V xij ≥ 1, ∀V ⊂ U, V ̸= ∅, V ̸= U

xij ∈ {0, 1}, ∀i, j ∈ U

(3.7)

ここで、c
(q)
ii = +∞ (q = 1, 2, . . . , p) とした．

図 5 多目的巡回セールスマン問題

図 5に多目的巡回セールスマン問題を簡略に説明したものを示す．同図において円で示
す都市 A から E は都市 2 を表しており，任意の 2 都市間には複数のコストが存在するも
のとする．
多目的巡回セールスマン問題は，ある都市を出発し，すべての都市を 1 回ずつまわって
最初の都市に戻ってくるような巡回路のうち，その巡回路の複数のコストのそれぞれが最
小となるような巡回路を求める多目的最適化問題であるということができる．
同図では，都市 A を出発して再び都市 A に戻ってくるような巡回路の例を示した．従
来よく知られている巡回セールスマン問題と異なる点は，任意の 2 都市間に 2 つ以上のコ
ストが定義されていることである．

§ 3.2 実践手法とベンチマークの関係
これまで，工学，医療，経済など多くの実問題において多目的最適化アルゴリズムが優
れた性能を示すことが報告されている [13]．一方で，目的数が 4 以上の多数目的最適化問
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題 [14,15]，膨大な決定変数を扱う大規模最適化問題 [16]，複雑な多数の制約を持つ最適化
問題 [17-21]といった従来の多目的最適化アルゴリズムが苦手とする問題が存在することも
報告されている．そのため，近年の進化計算の分野では，このような困難な特徴を含む実
問題を想定した多目的最適化アルゴリズムの開発が高い関心を集めており，多数目的最適
化問題を指向したNSGA-III[22] や大規模最適化問題を指向したWOF[23] のように，特定
の問題領域において高い性能を発揮するアルゴリズムが提案されている．これらの多目的
最適化アルゴリズムの性能評価で主に用いられるのがベンチマーク問題である．特に，近
年の激しい多目的最適化アルゴリズムの開発競争では，DTLZ[24] といった一部の有名なベ
ンチマーク問題群による多目的最適化アルゴリズムの評価が繰り返し行われている．しか
し，現実世界には多様な多目的最適化問題が存在するにも拘らず，これらのベンチマーク
問題自体の特徴調査はあまり行われていない．そこで本章では，1990 年代から 2010年代
までに提案された既存のベンチマーク問題と既存の多目的最適化アルゴリズムについて解
説する．

1990年代
古典的な多目的最適化アルゴリズムの共通の特徴は，パレート優越関係に基づく個体評
価と多様性維持である．パレート優越関係では，以下のようなM目的最小化問題に対して，
(3.9)の関係が成り立つとき解 aは解 bを優越すると定義される．

Minimize f1(x), f2(x), . . . , fM(x) subject to x ∈ X, (3.8)

ここで，f(x)はM次元目的ベクトル，fi(x)は最小化される i番目の目的関数，xは決定変
数ベクトル，Xは決定変数空間内での実行可能領域を示す．

∀i, fi(b) ≥ fi(a) and ∃i, fi(b) > fi(a) 3.9 (3.1)

すなわち，解 aは、いずれの目的においても解 bに劣っておらず，最低でも一つの目的に
ついて解 bより優れている．このとき，解 aは解 bより明らかに優れている．一方で，二
つの解の間に上記の関係が成立しない場合，それらは非劣とよばれる．
古典的な多目的最適化アルゴリズムでは，パレート優越関係によりパレートフロントへ

解集合を収束させる．しかし，エリート保存戦略が使用されていないため，パレートフロ
ントへの収束が安定しない．ここでは，1990年代に頻繁に使用されたベンチマーク問題の
特性が，これらの非エリート保存戦略型 EMOアルゴリズムの性質と密接に関連している
ことを示す．2つの例を紹介する

・Schaffer

Schaffer のテスト問題は以下の二つの目的関数を最小化する問題である．

Minimize f1(x) = x2 and f2(x) = (x− 2)2, (3.10)

subject to − 20 ≤ x ≤ 20. (3.11)
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このテスト問題は，単一の決定変数 xを用いて二つの目的関数の算出を行う単純なベン
チマーク問題である．NPGAやNSGAの提案論文など，1990年代に提案された多目的最適
化アルゴリズムの探索性能を評価するために頻繁に使用された．
Schaffer のテスト問題ではパレートフロントを発見するための強い収束性能は必要なく，
パレートフロント上に多様な解を分布することが重要となる．このような要素は古典的な
非エリート保存戦略型多目的最適化アルゴリズムの特性と一致する．

・F3

F3 は次のように定式化される制約付き 2目的最小化問題である [25]．

Minimize f1(x1, x2) = x2
1 − 2x1 + x2

2, f2(x1, x2) = 9x2
1 − (x1 − 1)2, (3.12)

subject to − 20 ≤ x1 ≤ 20, −20 ≤ x2 ≤ 20, (3.13)

x2
1 + x2

2 ≤ 25, 3x1 − 10 ≤ 0, x1 − x2 + 2 ≤ 0.

2000年代

2000年頃に提案された SPEAや NSGA-IIなどのエリート保存戦略を採用した多目的最
適化アルゴリズムは，古典的な多目的最適化アルゴリズムに比べ，パレートフロントへの
高い収束性を持つことが知られている．これらのアルゴリズムの性能評価に用いられたベ
ンチマーク問題にはパレートフロントへの収束が難しい問題が多く含まれている．ここで，
これらのテスト問題の代表例として ZDTテストセットがある．
ZDTテストセットは ZDT1-ZDT6の 6種の 2目的最小化問題から成るテストセットであ
る．各テスト問題は凸状や不連続なパレートフロント，局所最適な疑似パレートフロント
の存在といった異なる特徴を持つ．また，決定変数の数N を自由に変更することが可能で
あるという特徴を持つ．NSGA-IIの提案論文では，決定変数がバイナリ型の ZDT5を除い
た五つのテスト問題がアルゴリズムの性能評価に用いられた．ここでは，ZDT1, ZDT2に
ついて調査を行う．それぞれの問題は以下のように定式化される．

[ZDT1]

Minimize

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)

(
1− x1

g(x)

)
where

g(x) = 1 +
9

N

N∑
i=2

xi, (3.15)
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subject to

0 ≤ xi ≤ 1, for i = 1, 2, . . . , N. (3.16)

[ZDT2]

Minimize

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)

(
1− x1

g(x)

)
where

g(x) = 1 +
9

N

N∑
i=2

xi, (3.17)

subject to

0 ≤ xi ≤ 1, for i = 1, 2, . . . , N. (3.18)

2010年代

近年，目的数が 4 以上の多数目的最適化問題で，パレート優越関係ベースの多目的最適
化アルゴリズムの探索性能が低下することが報告されている．そのため，目的数を任意に
指定可能なテスト問題フレームワークが頻繁にアルゴリズムの性能評価に用いられる．こ
れらは目的数にスケーラブルなテスト問題と呼ばれる．ここでは，スケーラブルなテスト
問題であるDTLZ テストセットについて調査する．

DTLZ テストセット

DTLZ テストセットは、目的数を自由に指定可能な 7 個のテスト問題（DTLZ1-DTLZ7）
によって構成される [?]. これらのテスト問題は、パレートフロントの形状と探索領域を別々
に設計する Bottom-Up アプローチ と呼ばれる方法で作成される．ここでは、DTLZ1 を例
として調査を行う．M 目的の DTLZ1 は以下のように定式化される．

min

{
f1(x) = (1 + g(x))

M−1∏
h=1

cos(xh)
d∏

h=M

cos2(xh)

}

f2(x) = (1 + g(x))
M−2∏
h=1

cos(xh)
d∏

h=M−1

cos2(xh)

...

fM(x) = (1 + g(x)) cos(x1)
M∏
h=2

cos2(xh)
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ここで、g(x) は以下のように定義される：

g(x) = 100
d∑

i=M

(xi − 0.5)2 −
d∏

i=M

cos(20π(xi − 0.5))

制約条件：
0 ≤ xh ≤ 1, forh = 1, 2, . . . ,M − 1

0 ≤ xj ≤ 1, for j = 1, 2, . . . , d

Bottom-Up アプローチ では，決定変数は位置変数および距離変数と呼ばれる二つのグ
ループに分類される．ここでは，位置変数を xh，距離変数を xd と表す．それぞれの決定
変数の数は位置変数が M − 1，距離変数が Nd となる．パレートフロントは位置変数を使
用して設計され、探索領域は距離変数を用いて設計される．近年，DTLZ テストセットは、
HypE，NSGA-III，MOEA/DD の提案論文や，多数目的最適化に関する調査などで、多目
的最適化アルゴリズムの性能評価に頻繁に使用されている．

§ 3.3 種々のパレート解の導出法
パレート解の導出法の中から，いくつかの手法を取り上げ，その概要を紹介する．

重みパラメータ法

目的関数の加重和を最小にする問題は次のように表される：

min
x

p∑
k=1

ωkfk(x) (3.21)

ここで，x ∈ F であり，重みパラメータ ωk は次の条件を満たす：

ωk ≥ 0,

p∑
k=1

ωk = 1 (3.22)

この問題を解くと，もし fk(x) と g(x) が凸関数であれば，パレート最適解の一つが得ら
れる．

ε制約法

ε制約法では，一つの目的関数 fl(x) のみを最小化し，他の目的関数 fk(x) (k ̸= l) を定
数 ϵk で制約したスカラ最小化問題として定式化する．

min
x

fl(x) (3.33)

制約条件は次のように表される．
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x ∈ F ∩ δ, δ = {x | fk(x) ≤ ϵk, k = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , p}

このようにして，ϵk を変化させることにより，パレート最適解の一つを求めることがで
きる．一般に，パレート最適解は唯一解ではなく，集合（以下，パレート最適集合と呼ぶ）
を形成する．

計算の効率化と遺伝アルゴリズムの利用

上述の重みパラメータ法およびε制約法の方法では，パラメータを変えながら繰り返し
問題を解くことにより，パレート最適集合を求めることができるが，これには膨大な計算
時間が必要である．そこで，進化的アルゴリズムを適用することで，パレート最適集合を
より効率的に求める方法を考える．進化的アルゴリズムでは、集団（解候補の集合）を用
いて探索が進められるため，パレート最適集合を直接的かつ効率的に求めることが期待さ
れる．

進化的アルゴリズム

進化的アルゴリズムは，問題の特定の構造に依存せず，広範囲な探索を通じて近似解を
得る方法として、最適化問題の解法に広く用いられている．ここでは，代表的な進化的アル
ゴリズムであるシミュレーティッド・アニーリング（Simulated Annealing: SA），遺伝的ア
ルゴリズム（Genetic Algorithm: GA），免疫的アルゴリズム（Immune Algorithms: IA），
および粒子群最適化（Particle Swarm Optimization: PSO）について解説する．

シミュレーティッド・アニーリング (Simulated Annealing: SA)

シミュレーティッド・アニーリング（SA）は，物理学におけるアニーリング（焼きなま
し）の過程を模倣した最適化手法であり，エネルギーが最小となる状態（最適解）を探索
することを目的としている．SAでは、解候補間のエネルギー差に基づいて新しい解の受け
入れ確率が決まる．具体的には，現在の解を x，新しい解を x′，それらのエネルギー差を
∆E = E(x′)− E(x)としたとき，受け入れ確率 P (accept)は次のように表される．

P (accept) =

{
1 if ∆E ≤ 0,

exp
(
−∆E

T

)
if ∆E > 0.

(3.2)

ここで，T は温度を表し，温度は徐々に低下させる．温度の更新は以下のように行われる．

Tk+1 = αTk, (3.34)

ここで，αは冷却率であり，0 < α < 1の範囲にある．この冷却率により，温度の低下速
度が決まる．

遺伝的アルゴリズム (Genetic Algorithm: GA)

18



遺伝的アルゴリズム（GA）は，自然選択と遺伝の原理を模倣した進化的アルゴリズムで
あり，個体群（解の集まり）を進化させることによって最適解を探索する．GAの主要な操
作は、選択、交叉（交配），および突然変異である．
選択
個体はその適応度 f(x)に基づいて選択される．選択方法には、ルーレット選択やトーナメ
ント選択などが使用される．
交叉
交叉は、2つの親個体 x1と x2から新しい個体 x′を生成するために行われる．交叉操作は
通常，遺伝子（解の各部分）の一部を交換する形式で実行される．例えば，一点交叉では
次のように交叉が行われる．

x′ = crossover(x1, x2). (3.35)

交叉によって得られる子個体 x′は，親の情報を組み合わせた新しい解候補となる．
突然変異
突然変異は，個体の遺伝子をランダムに変更する操作である．この操作により，探索空間
の多様性を保ちつつ，新たな解を探索することが可能となる．遺伝子 xiを突然変異させる
操作は次のように表される．

x′
i = mutate(xi). (3.36)

免疫的アルゴリズム (Immune Algorithms: IA)

免疫的アルゴリズム（IA）は，生物の免疫システムを模倣して，最適化問題を解く方法であ
る．IAでは，解を「抗体」として表現し，その適応度を評価することで最適解を探索する．
抗体と適応度
解は「抗体」と呼ばれ，その適応度は「抗体の品質」として評価される．抗体の適応度A(x)

は，解 xの適応度関数 f(x)に基づいて次のように定義される．

A(x) = f(x). (3.37)

免疫の選択と記憶
免疫システムは「記憶細胞」を持ち，これにより良い解を記憶し，後の探索で再利用する．
適応度が高い解は選ばれる確率が高くなり，最適解に向かって進化していく．
交叉と突然変異
免疫的アルゴリズムでは，GAと同様に交叉と突然変異が使用される．交叉は解の組み合わ
せを，突然変異は解の変化を導き，探索の多様性を維持する．

粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization: PSO)

粒子群最適化（PSO）は，群れの個々の粒子が協調的に最適解を探索する手法である．各
粒子は位置 xiと速度 viを持ち，その位置と速度は次の式で更新される．
粒子の位置と速度の更新
粒子の位置・速度は次のように更新される．
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xk+1
p = xk

p + vk+1
d (3.38)

vk+1
p = wvkp + c1r1(xpbest − xk

p) + c2r2(xgbest − xk
p) (3.39)

ここで，wは慣性重み（過去の速度の影響），c1と c2は学習係数（個体のベスト解と全
体のベスト解への影響），r1と r2はランダムな数（0 ≤ r1, r2 ≤ 1），piは粒子 iの個人ベス
ト位置，gは全体のベスト位置である．この更新式により，粒子は局所最適解に引き寄せら
れつつ，全体の最適解に向かって進化していく．
これらのアルゴリズムは，複雑な最適化問題を解決するための基盤を提供しており，実
世界のさまざまなシナリオに適応可能である．この中でも，PSOはそのシンプルな構造と
高い収束速度から注目されている．さらに，他の最適化手法（例えば，遺伝的アルゴリズ
ムや進化戦略）と組み合わせやすく，ハイブリッド手法を構築することで，さらなる性能
向上が期待できる．
これにより，局所解に陥りやすいといったデメリットの改善もしやすいため，PSOは多
目的最適化の分野において非常に魅力的な選択肢となっている．
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第4章

提案手法

§ 4.1 適応問題
§ 4.2 MOPSO

適切なフィードバックを行うには，データの分析が必要になるため，収集されたデータ
の傾向と理解度の可視化が重要になる．そこで，それぞれの方法について説明する．
データの傾向を可視化する方法としては，ソートによるブロック表示法というものがあ
る．まず，横軸を受験者，縦軸を問題とし，右から点数の高い順として並べる．正解を白
色とし，不正解の場合は，それぞれの選択肢ごとに色を決め，その色とする．このままで
は，全体の傾向をつかむことは困難であるため，ソートを行い，全体のデータの傾向を見
やすくするというものである．[]

理解度を可視化する方法としては，

§ 4.3 多目的勾配MOPSO(問題への適応?)

本研究で提案するシステムの概要について説明する．初めに FlexSimを用いて，処方箋
問題を提示するシステムを作る．このシステムを用いて，問題を解いてもらうことによっ
て，正誤のデータを取得し，CSVとして蓄積する．そのデータを Pythonを用いて適切に
処理することによって明らかになった，回答の特徴をもとに，適切に回答者にフィードバッ
クを行い，学習の効率化を図るというものである．
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第5章

数値実験並びに考察

§ 5.1 数値実験の概要
§ 5.2 実験結果と考察
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第6章

おわりに
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